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研究成果の概要（和文）：大規模並列計算における通信コストを削減するために，通信回避型の行列分解アルゴ
リズムが注目されている．本研究では，これらのアルゴリズムの実装方法やチューニング手法に主眼を置き，実
際の計算機上でより高い性能を得るための基盤技術を研究した．具体的には，通信回避型アルゴリズムで必要と
なる計算カーネルの実装方法や，異なる通信回避型アルゴリズムの性能比較などを実施した．また，これらの研
究を支える，並列計算機上でのアルゴリズムの性能モデルの構築方法についても検討を行った．

研究成果の概要（英文）：In order to reduce the communication cost in large-scale parallel 
computations, so-called communication-avoiding (CA) algorithms for matrix factorization have been 
actively studied. In this research, we aimed for improving the practicality of CA algorithms in 
realistic situations. We investigated fundamental techniques for CA algorithms: for example, those 
for implementing and tuning CA algorithms. We also compared different CA algorithms. In addition, we
 studied the performance modeling of CA algorithms. 

研究分野： 高性能計算
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１．研究開始当初の背景 
 京コンピュータをはじめとする，大規模並
列計算機の普及が進み，今後のエクサスケー
ル時代には，大規模並列計算機をより手軽に
利用できるようになることが予想される．大
規模並列計算機を用いた計算では，ネットワ
ークで結合されたノード間におけるデータ
の通信時間を削減することが，高い性能を実
現する上で重要な課題となる． 
 LU 分解や QR 分解に代表される行列分解
は，科学技術計算で用いられる様々なアルゴ
リズムを構成する重要なパーツの一種であ
る．しかし，既存の行列分解の計算手法は，
主に演算回数削減の観点で研究・開発された
ものであり，近年の大規模並列計算機に適し
ているとは言いがたい．事実，標準的なライ
ブラリとして利用されてきた ScaLAPACK
の性能が，京コンピュータ等において著しく
低いことが指摘されている． 
 このような状況から，近年，通信回避（CA: 
Communication-Avoiding）と呼ばれる，通
信回数の削減に主眼を置いた，新しい計算手
法の研究が活発に行われるようになった．そ
して，従来の計算手法よりも，通信回避型の
計算手法の方が，大規模並列計算機において
高い性能を示す事例が多数報告され，今後，
通信回避型の計算手法が重要な役割を果た
すであろう，という認識が広まっている． 
 
２．研究の目的 
 １で述べたように，通信回避型の行列分解
アルゴリズムへの期待が高まっているが，実
際にその性能を現実の計算機上で評価して
みると，いろいろな課題が存在することが分
かった．例えば，プログラムの実装方法やチ
ューニング方法に関する議論が不十分であ
り，それらが適切ではない場合，プログラム
の性能が大きく損なわれ，従来の計算手法の
方が高性能となることがあり得る．また，異
なる特徴を持つ複数の通信回避型アルゴリ
ズムが提案されており，状況により適切な使
い分けを行うことが求められる．これらを踏
まえて，本研究課題では，通信回避型の行列
分解アルゴリズムを実際の計算機上で使用
する場合において生じる課題を明確にする
とともに，それらの解決方法を研究すること
で，通信回避型行列分解アルゴリズムの実用
性の向上に貢献することを目的とした． 
 
３．研究の方法 
 本研究課題では，まず，個別の通信回避型
行列分解アルゴリズムを対象に，実用面の課
題を明らかにすることを行った．具体的には，
行列の QR 分解の計算を行うアルゴリズムに
ついて，実際にプログラムを実装し，その性
能を分析することで，課題の洗い出しを行っ
た．また，今後の計算機環境における性能等
を議論するための道具として，実際の状況を
考慮した，プログラムの性能モデルの構築方
法についても研究を行った． 

 上記の内容で得られた知見に基づいて，QR
分解以外の行列計算に関する通信回避技術
についても，同様のアプローチで手法の分析
等を実施した． 
 
４．研究成果 
 本研究の主な成果は以下の通りである． 
 
(1) 再直交化付きコレスキーQR 分解の研究 
 コレスキーQR 分解は通信回避型の QR 分解
アルゴリズムの一つであり，高い実行性能を
得ることができる反面，計算精度面の不安定
性により，非実用的であると認知されていた．
これに対して，再直交化を付与したアルゴリ
ズム（CholeskyQR2）が，一定の条件下では
精度面の問題が解決され，安定に計算を行う
ことが可能となることを理論的・実験的に示
した．さらに，京コンピュータにおいて，他
の種類の通信回避型の QR 分解アルゴリズム
よりも，依然として高性能であることを実証
した（図 1）．コレスキーQR 分解は，行列積
やMPIの集約通信のみを用いて簡単にプログ
ラムを実装することが可能であり，新しい計
算機環境においても，ベンダー等による最適
化済みのライブラリを活用することが可能
である．そのため，本成果により，（再直交
化付き）コレスキーQR 分解の有効性が示され
たことは，実際のシュミレーションプログラ
ムにおける本手法の活用を促し，プログラム
の高性能化に貢献することが期待される． 

 
図 1：京コンピュータ上での性能評価結果 

 
(2) TSQR アルゴリズムの高性能化 
 TSQR アルゴリズムは非常に高い安定性を
持つ，通信回避型 QR 分解アルゴリズムであ
る．本研究では，大規模分散並列計算におい
て，TSQR アルゴリズムの実行時間の大部分が，
特殊な構造を有する小規模な行列に対する
処理（Structured QR 分解）の繰り返しにな
る点に着目し，その処理の実装をより最適化
することで，TSQR アルゴリズム全体の性能向
上が可能となることを確認した．本成果によ
り，通信回避型の行列分解アルゴリズムにお
いて，従来，あまり考慮がなされていなかっ



た小規模な行列に対する処理が実は重要で
あることが示唆された（図 2）． 
 また，TSQR アルゴリズムにおいて，各プロ
セスで計算された結果を集約する処理が必
要となるが，従来の実装では，二分木に従う
形でこれを行っていた．これに対して，異な
る構造の木に従うことで，計算時間の短縮が
可能となるかどうか，検討を行った．様々な
観点から議論を行った結果，使用する計算機
環境がある条件を満たす場合においては二
つではなく，それ以上の数の小行列をまとめ
て一度に扱う形の方が，効率が良いことが明
らかになった． 
 本研究は，QR 分解を行う TSQR アルゴリズ
ムに関する内容ではあるが，小規模の行列計
算を高速化することが，通信回避型アルゴリ
ズム全体の高性能化において重要である，と
いうことは，QR 分解に限らず，一般的な課題
である．そのため，本成果は，今後，様々な
通信回避型アルゴリズムの実装方法やチュ
ーニング方法の研究につながることが期待
できる． 
 

 
図 2：Structured QR 分解の実装方法による

TSQR アルゴリズムの性能の違い 
 
(3) 通信回避型の CG 法の研究 
 代表的な反復法であるCG法に対して，様々
な通信回避技術を適用し，その効果を検証し
た．特に，安定性に優れた，Chebyshev 基底
を用いた通信回避 CG 法（CBCG 法）に関して，
性能モデルを構築し，通信回避の効果が有意
となる条件（並列数）を推測することが可能
であることを確認した．また，京コンピュー
タを用いた性能評価により，実際に CBCG 法
が従来の CG 法よりも高性能となり得ること
を実証した． 
 
(4) Hybrid格納形式を用いた疎行列ベクトル
積に関する研究 
 Hybrid 格納形式を用いることで，疎行列ベ
クトル積における疎行列データのメモリア
クセスコストを削減することが可能となる．
しかし，従来の実装方法では，計算結果を書
き込むベクトルに対する参照が増加してし
まうため，本研究では，ベクトルデータに関

するキャッシュブロッキング手法を研究し
た．さらに，キャッシュブロッキングを前提
として，Hybrid 格納形式を改良することを行
った．最新のマルチコア/メニーコア CPU を
用いた性能評価の結果，データベースから取
得した，いくつかの疎行列に関して，提案手
法により，疎行列ベクトル積の性能が向上す
ることが確認された．また，他の疎行列に対
しても，特に性能低下の弊害が生じないこと
も併せて確認された．この結果を踏まえて，
今後，反復法ライブラリ等への本手法の組み
込みが期待できる． 
 
(5) 大規模並列計算機における密行列計算
プログラムの性能モデリングの研究 
 現状，大規模並列計算機を利用できる機会
が限られており，エクサスケール時代に向け
たアルゴリズムの研究を行う上で，プログラ
ムの性能を予測するモデルを構築すること
は有益である．モデルを構築する際，プログ
ラムに関する情報や対象とする計算機に関
する情報は状況に応じて異なるため，利用可
能な情報から構築したモデルの精度を検証
することは重要な課題である．本研究では，
京コンピュータ上で開発が進められている
最新の固有値計算ライブラリの主要ルーチ
ンを対象として，異なる計算機の情報から構
築されたモデルによる性能の予測精度の比
較を調査した．実験の結果，想定する計算機
のごく一部のリソースのみを用いた場合で
も，対象とするプログラムを考慮したベンチ
マークを行うことで，十分実用的な精度でプ
ログラムの性能を予測できる可能性がある
ことを示すことができた（図 3）． 

 
図 3：計算機の一部のリソースを用いたベン

チマーク結果に基づく性能予測の精度 
（実測データと予測結果の誤差を評価） 
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