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研究成果の概要（和文）：これまで常微分方程式に対して主に展開されてきた完全WKB解析を完全積分可能系で
ある多変数超幾何系に対して考察を行った。特に、多変数超幾何系とその接方程式系、つまり制限して得られる
高階常微分方程式との関係について調べた。多変数超幾何系の接方程式系の仮想的変わり点や非遺伝性の2重変
わり点などについて結果が得られた。さらに、非遺伝性の2重変わり点をきっかけとして、2重変わり点を持つ高
階常微分方程式の仮想的変わり点についても進展があった。

研究成果の概要（英文）：We consider hypergeometric systems from the viewpoint of exact WKB analysis,
 which has been developed mainly for ordinary differential equations. In particular, we investigate 
the relationship between hypergeometric system and its tangential system, which is higher-order 
ordinary differential equation obtained by restricting it. We obtain the results on virtual turning 
points and non-hereditary double turning points of tangential system. In addition, with 
non-hereditary double turning points as a trigger, we also obtain the result on virtual turning 
points of higher-order ordinary differential equation with double turning points.

研究分野： 数学

キーワード： 完全WKB解析　超局所解析　漸近解析　完全積分可能系　超幾何系　Pearcey系　Stokes幾何　Stokes現
象

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
微分方程式は自然現象を記述するだけでなく、様々な特殊函数を特徴付ける。このことから微分方程式の性質、
特に解の無限遠での挙動など大域的性質を調べることは重要である。一方、完全WKB解析は微分方程式の解の大
域的性質の考察に有効な手法である。このため、完全WKB解析の扱える範囲を広げることができれば、これまで
扱えなかった自然現象の考察や特殊函数の解析などへの適用が期待できる。多変数超幾何系は基本的な多変数特
殊函数を特徴付けており、さらに完全積分可能系の具体例であることから、完全WKB解析の扱える範囲を広げる
ために本研究の主題のひとつである多変数超幾何系を考察することは必要不可欠である。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 完全 WKB 解析は WKB 解析, つまり特異摂動型の微分方程式の発散級数解（WKB 解）を用いた
解析, を Borel 総和法によって数学的に厳密に取り扱う手法である. この手法は, これまでに
1次元定常 Schrödinger方程式（2階線型常微分方程式）, 3 階以上の高階線型常微分方程式, そ
して Painlevé方程式を含む非線型常微分方程式に拡張され, 議論が展開されてきた. このよ
うに完全 WKB 解析は様々な方向に拡張されているが, 主な対象は常微分方程式であり, 偏微分
方程式系について扱ったものは青木貴史氏による研究（引用文献①）のみであった. ここで完
全 WKB 解析では Stokes 現象と呼ばれる WKB 解に起こる変化を記述することが重要であり, 2 階
常微分方程式の場合には Stokes 現象が起こる場所は変わり点から出る Stokes 曲線によって完
全に決定されている. 
 一方, Berk-Nevins-Roberts（引用文献②）はある 3階常微分方程式（BNR 方程式）を考察し
た際に, 2 階常微分方程式の場合にはみられなかった"新しい Stokes 曲線"と呼ばれる曲線でも
Stokes 現象が起こることを示した. その後, 青木氏, 及び河合隆裕氏, 竹井義次氏の研究（引
用文献③）により, この新しい Stokes 曲線が"仮想的変わり点"と呼ばれる通常の変わり点とは
異なる変わり点から出る曲線であることが示された. 仮想的変わり点, 及び新しい Stokes 曲
線は高階常微分方程式の困難を表していると考えられており現在も研究が進められている. 例
えば, 新しい Stokes 曲線は一般的に無限本現れるが, その中で有効なもの, つまり Stokes 現
象が起こるものの特徴付けは重要な問題である. 
 以上のように完全 WKB 解析の偏微分方程式系への拡張は自然な流れであることから, 報告者
によって完全積分可能系と呼ばれる偏微分方程式系に対して研究が進められ, 次の結果（引用
文献④, ⑤）が得られていた. 
(1) BNR方程式は2変数超幾何系であるPearcey系の接方程式系, つまり制限して得られる方

程式と考えられるが, BNR 方程式に現れる新しい Stokes 曲線は Pearcey 系の（Stokes 曲
線の高次元化である）Stokes 曲面に含まれる. 同様の事実は青木-河合-竹井（引用文献
③）で考察された無限個の仮想的変わり点, 従って無限本の新しい Stokes 曲線を持つ 3
階常微分方程式（AKT 方程式）と 5の分割(1,4)から定まる 2 変数超幾何系（(1,4)型の超
幾何系）に対しても成立する. さらに, これらの現象の背景には変わり点集合の特異点の
存在があることが示唆された. 

(2) 2変数の完全積分可能系は, その変わり点集合の特異点の近傍ではPearcey系にWKB解析
的に変換できる. この系として, 完全積分可能系を制限して得られる高階常微分方程式
に現れる新しいStokes曲線はもとの完全積分可能系のStokes曲面に含まれるという事実
が, Pearcey 系や(1,4)型の超幾何系のみならず, より一般の完全積分可能系に対しても
（変わり点集合の特異点の近傍で局所的に）成立する. このことは, 変わり点から出る
Stokes曲線と新しいStokes曲線は完全積分可能系の完全WKB解析においては区別がない
ことを意味する. 

 
２．研究の目的 
 本研究では, この完全 WKB 解析の完全積分可能系への拡張をさらに進めるべく, 具体的な完
全積分可能系である多変数超幾何系に対して完全 WKB 解析の立場から考察を行う. これはまた, 
高階常微分方程式に現れる仮想的変わり点と新しい Stokes 曲線の新たな視点からの理解を目
指すものである. そこで本研究では次のテーマを設定した. 
(1) (1,4)型の超幾何系の Stokes 曲面と AKT 方程式の有効な新しい Stokes 曲線：AKT 方程式

には無限本の新しいStokes曲線が存在するが, その中で有効な新しいStokes曲線を特徴
付けることは重要である. 本テーマでは, AKT 方程式が(1,4)型の超幾何系の接方程式系
であることを利用して, 有効な新しい Stokes 曲線の性質を調べ, 特徴付けを試みる. 

(2) 多変数超幾何系の Stokes 幾何：これまでに考察を行い, 結果を得るきっかけになった
Pearcey 系や(1,4)型の超幾何系は 2 変数超幾何系であるので, これ以外の多変数超幾何
系に対して完全 WKB 解析, 特に Stokes 幾何を考察することは新たな進展が期待できる. 
本テーマでは, Pearcey 系や(1,4)型の超幾何系以外の多変数超幾何系とその接方程式系
の Stokes 幾何の関係について考察を行う. 

(3) Pearcey 系の接続公式：常微分方程式の WKB 解析的な変換による標準形である Airy 方程
式の Stokes 現象を記述する接続公式は, 一般の常微分方程式の接続公式を導いた. この
ことから, 完全積分可能系のWKB解析的な変換による標準形であるPearcey系の接続公式
を求めることは, 完全積分可能系の接続公式を得るために重要である. 本テーマでは, 
この接続公式を求めることを試みる. 

 
３．研究の方法 
 本申請課題を進めるために, 最新の結果と現在の問題の理解を進める必要があるが, そのた
めには完全 WKB 解析の研究を行っている青木貴史氏, 河合隆裕氏, 小池達也氏, 竹井義次氏と
議論や情報共有を行うことが必要不可欠である. また, 本申請課題と関連が深い漸近解析, 代
数解析, 超局所解析や複素領域の微分方程式などの研究者と研究交流を行う. 
 さらに, 研究の目的で述べたテーマ(1)〜(3)に対し, 次のように研究を進めていく予定であ
る. 



(1) (1,4)型の超幾何系の Stokes 曲面と AKT 方程式の新しい Stokes 曲線の関係の考察では計
算機を用いることが必要不可欠であった. そこで, 計算機を援用することにより, AKT 方
程式の有効な新しい Stokes 曲線が(1,4)型の超幾何系の Stokes 曲面にどのように含まれ
ているかについて考察を行う. 

(2) Pearcey系と(1,4)型の超幾何系の次に構造がわかりやすいと考えられる5の分割(2,3)か
ら定まる 2変数超幾何系（(2,3)型の超幾何系）に対して考察を行う. あるいは, Airy 方
程式の解であるAiry積分はA2型の特異点に関係しており, Pearcey系の解であるPearcey
積分は A3型の特異点に関係していることを踏まえ, A4 型の特異点に関係する積分の満た
す 3 変数超幾何系に対して考察を行う. 特に, これらの超幾何系の接方程式系として現
れる高階常微分方程式の新しいStokes曲線が, もとの超幾何系のStokes曲面に含まれて
いるかを調べる. 

(3) Airy 方程式の接続公式が得られた理由は, その WKB 解の Borel 変換が Gauss の超幾何函
数で記述できたからである. ここで Pearcey 系は Airy 方程式と同様に A型の特異点に関
係する積分の満たす微分方程式であることから, そのWKB解のBorel変換が何らかの特殊
函数, 例えば多変数超幾何函数で表現できることを期待するのは自然である. そこでこ
の期待が正しいかどうかを検討する. 

 
４．研究成果 
 上記の目標に対して, 以下の結果, あるいは問題点が明らかになった. 
(1) AKT 方程式は(1,4)型の超幾何系の独立変数に由来するパラメータを持つが, このパラメ

ータを動かした際の有効な新しい Stokes 曲線の変化を考察した. その結果, 有効な新し
い Stokes 曲線を出す仮想的変わり点とそうでない仮想的変わり点が入れ替わるというこ
とが確かめられた. さらに, この入れ替わりがパラメータ空間における 3 本の半曲線上
で起こることが計算機を用いて確認できた. 

(2) (2,3)型の超幾何系やA4型の特異点に関係する積分の満たす3変数超幾何系を調べる過程
で, 非遺伝性の 2 重変わり点, つまりもとの完全積分可能系には存在しないが, その接
方程式系に 2 重変わり点が存在することが明らかになった. このことは, 接方程式系に
現れる変わり点は, もとの完全積分可能系の変わり点集合の制限として得られる点のみ
という期待に反するものである. この非遺伝性の 2 重変わり点の考察を行う必要がある
ため, 当初予定していた多変数超幾何系に対しては十分に結果を得ることができなかっ
た. 

(3) Pearcey系の WKB解のBorel変換を性質がよく知られた特殊函数で記述することはできな
かった. このため, 当初の予定を変更して Pearcey 系の解である Pearcey 積分, Borel 変
換して得られる偏微分方程式系の特異点集合, 積分表示解, 級数解など他の性質から接
続公式を得ることを試みたが, 結果を得るには至らなかった. 

 以上のように多変数超幾何系に対する完全 WKB 解析を進展させるためには, 非遺伝性の 2重
変わり点の性質を調べることが必要である. そこで予定を変更して非遺伝性の 2重変わり点に
ついて考察を行い, 次の結果を得た. 
(4) Pearcey系の接方程式系は一般に非遺伝性の2重変わり点を持つことを示した. また, 接

方程式系の特性根や Pearcey 積分を用いて非遺伝性の 2 重変わり点の特徴付けを行った. 
そして, 非遺伝性の2重変わり点から出るStokes曲線ではStokes現象が起こらないこと, 
つまりStokes現象が起こるStokes曲線を出す変わり点はPearcey系の変わり点集合の制
限として得られる点のみであることを証明した. さらに, 非遺伝性の 2 重変わり点が存
在することにより, Borel 変換した接方程式系の陪特性帯は分岐し, これまで考えられて
いなかった仮想的変わり点が得られることを示した. これらの仮想的変わり点は有効で
ないことも確かめられた. 

 このように Pearcey 系の接方程式系に現れる非遺伝性の 2重変わり点の性質はほぼ解明する
ことができたが, 他の多変数超幾何系の場合に同様の考察を進め, Stokes 幾何の新たな知見を
得ることはできなかった. ここで 2重変わり点を持つ高階常微分方程式の仮想的変わり点は既
存の研究でも考察されておらず, 常微分方程式に対する完全 WKB 解析においても重要な対象で
あると考えらえる. このことから 2重変わり点を持つ高階常微分方程式を考察し, 次の結果を
得た. 
(5) Pearcey系の接方程式系の低階項を摂動して得られる高階常微分方程式は, Stokes現象が

起こる Stokes 曲線を出す 2 重変わり点を持つことを示した. さらに, 2 重変わり点が存
在することにより現れる仮想的変わり点から出る新しい Stokes 曲線は無限本あるが, 有
効なものは有限本ということを示した. 
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