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研究成果の概要（和文）：世の中の自然現象を数学問題にモデル化すると偏微分方程式と呼ばれる未知関数の微
分に関する関係式が頻出する。これを数学的・数値的に解いて未知関数を特定することが自然科学の分野での研
究対象となる。本研究では、固体燃料の燃焼理論や生物増殖の数理モデルなどで現れる非線形放物型方程式と呼
ばれる偏微分方程式のクラスに対して、その初期値境界値問題の解が数値計算で得られた近似解の近傍に存在す
る、あるいは存在しない事を、数値計算によって証明する計算機援用手法を開発した。これは精度保証付き数値
計算と呼ばれ、微分方程式の数学解析に対する現代的なアプローチとして注目を集めている。

研究成果の概要（英文）：Partial differential equations (PDEs), which expresses some relations using 
derivatives of unknown functions, frequently occur when natural phenomena in the world are modeled 
as mathematical problems. In the field of natural science, it is a subject of research to solve such
 PDEs mathematically or numerically to specify the unknown function. In this study, we have 
developed a computer-assisted method to numerically verify the existence/non-existence of solutions 
to nonlinear parabolic PDEs, which appear in the combustion theory of solid fuel and in the 
mathematical model of biological growth. Such a method validates whether the exact solution exists 
in the neighborhood of a numerically computed approximate solution. This is called verified 
numerical computations and is gaining attention as a modern approach to mathematical analysis of 
differential equations.

研究分野： 数値解析
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程式系
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１．研究開始当初の背景 
本研究で対象とする非線形放物型方程式

は固体燃料の燃焼理論や生物増殖の数理モ
デル、あるいはナヴィエ‐ストークス方程式
を研究するためのヒルベルト空間上の抽象
的常微分方程式としての問題など様々な状
況において現れ、その解析には数学のみなら
ず自然科学の分野で高い関心が寄せられて
いる。理論的な解析手法によって定性的な性
質が数多く得られている一方で、研究開始当
初は定量的な解析結果がほとんど存在しな
かった。特に、数値計算を用いてもとの方程
式の爆発時刻を推定する手法が提案されて
いたが、計算に生じる誤差が原因となり、本
質的な解決策とはなり得なかった。 
 
２．研究の目的 
 本研究課題では、「精度保証付き数値計算」
という数値計算に生じる近似誤差（離散化誤
差、打ち切り誤差、丸め誤差等）をすべて評
価し、数値計算によって数学的に正しい結果
を得る方法を利用し、非線形放物型方程式の
解について 
(1) 時間局所存在に関する数値検証理論を

構築する 
(2) 時間大域存在する解を捉える、計算機を

援用した漸近解析手法を提案する 
(3) 爆発解の数値的存在検証および爆発時

刻の解明への挑戦する 
という 3 つの目標を達成するために、研究を
遂行した。 
 
３．研究の方法 
 非線形放物型方程式に対する解の精度保
証付き数値計算理論を構築するために、解析
半群あるいは発展作用素を用いた不動点定
式化を利用し、適切な関数空間のもとで解が
局所一意存在する十分条件をバナッハの不
動点定理から導く。この十分条件は精度保証
付き数値計算を利用することで数値的に検
証できる必要がある。 
次に、大域解の検証は、定常解の近傍に解

が時間大域的に存在する条件を数値検証で
きる形に導き、これを精度保証付き数値計算
で検証する。定常解近傍の解の大域的なふる
まいを保証する数値検証理論を確立する。 
解がある時刻で発散する爆発問題に対し

ても精度保証付き数値計算を用いたアプロ
ーチを検討する。無限大を計算機で扱うこと
が不可能なため、解の相空間をコンパクトな
多様体へと写像し、無限大を多様体上の境界
に対応させることで有限な量で表現する。さ
らに有限時間の特異性を適切な変数変換に
より解消し、解を力学系の理論で扱えるよう
に操作する。これにより、精度保証付き数値
計算を用いて解の爆発時刻を具体的な実数
区間に包含する。 
本研究は一貫して、（関数）解析学と力学

系そして精度保証付き数値計算理論の知識
を効果的に融合することで実践可能である。 

４．研究成果 
 研究目的(1)について、これまでの研究成
果により非線形放物型方程式に対する解の
精度保証付き数値計算法はほぼ確立された。
これは解析半群および発展作用素を利用す
る、近似解近傍における解の局所存在を数値
検証する理論で、統一的なアプローチにより
解の時間局所包含と解の存在時間の延長を
数値検証することができるようになった。そ
のアプローチは一部、双曲型偏微分方程式に
対する解の精度保証付き数値計算にも利用
されつつあり、今後より一層の発展が期待で
きる。 
 研究目的(2)：時間大域存在する解につい
ては、解析半群を用いた不動点定式化が鍵と
なり、定常解へ漸近する時間大域解の定量的
な明確化に成功した。これまでの精度保証付
き数値計算理論の研究成果により定常解の
存在は数値的に検証することが可能であり、
本研究によって、定常解近傍での解の漸近挙
動を数値計算により把握することができる
ようになった。これは力学系でいう basin の
構成に対応しており、精度保証付き数値計算
の無限次元力学系への初歩的な応用例と解
釈することもできる。 
 さらに研究目的(3)の爆発問題に対しては、
ある程度広いクラスの非線形常微分方程式
系の初期値問題に対して、解の爆発時刻を厳
密に包含する精度保証付き数値計算を用い
たアプローチが構築できた。全体的に時空の
特異性解消が課題となり、これを利用するこ
とで常微分方程式の解の爆発問題は取り扱
うことができるようになっている。しかし、
偏微分方程式の解の爆発については適切な
位相の導入に対して種類が無数にあり、この
どれもが違う特徴を持つため、これらを慎重
に選び、適切な位相による時空特異性の解消
が今後必要となる。これは今後の課題である。 
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