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研究成果の概要（和文）：差分ベクトルの一般化である一般化差分部分空間(Generalized difference subspace
(GDS))は，複数のクラス部分空間の差異(差分)を表す空間として定義され，クラス部分空間のGDSへの射影はク
ラス間を直交に近づける効果がある．その一方で，GDS射影はその次元を変更するだけで，判別分析的な効果も
併せ持つことが新たに判明するなど，その幾何構造には未解明な点が多い．本研究では，(1)GDS射影による特徴
抽出過程を数理的に完全解明し，(2)部分空間に替えて凸錐表現の導入により，その機能強化を行い，(3) 有効
性を顔・物体認識や形状解析などで多角的に検証した．

研究成果の概要（英文）：This research discusses a new type of discriminant analysis based on the 
orthogonal projection of data onto a generalized difference subspace (GDS). GDS projection also 
works as a discriminant feature extraction through a similar mechanism as the Fisher discriminant 
analysis (FDA) only by changing the dimension of the GDS. The direct consideration of the connection
 between GDS projection and FDA is difficult due to the significant difference in their 
formulations. To avoid the difficulty, we first introduce geometrical Fisher discriminant analysis 
(gFDA), which is a discriminant analysis based on a simplified Fisher criteria. Next, we prove that 
gFDA is equivalent to GDS projection with a small correction term. This equivalence ensures GDS 
projection to inherit the discriminant ability via gFDA from FDA. Extensive experiments show that 
gFDA and GDS projection have equivalent or higher performance than the original FDA and its 
extensions.

研究分野： パターン認識

キーワード： 画像認識　部分空間法　差分部分空間　一般化差分部分空間　特徴抽出

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
GDS射影の有効性は，商用顔認識システム(東芝FacePass)等での実運用を通して十分に検証済みである．しかし
ながら，その有効性の根源であるGDSの幾何構造については未解明の部分が多く，標準的な基盤理論として認知
されるまでには至っていなかった．本研究において，GDS射影の幾何構造が完全に解明され，その有効性が多角
的に検証された．これによりGDS射影は安心して使える特徴抽出理論として世界的に認知されるようになると期
待される．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 
ベクトル u と v の差分ベクトル d の一般化である
Generalized difference subspace(GDS)は，複数の
クラス部分空間の差異(差分)を表す空間として定義
され(図１)，クラス部分空間の GDS への射影はクラ
ス間の関係を直交に近づける効果がある．GDS 射影
は，相互部分空間法に基づくパターン識別の性能を
大幅に向上し，顔画像認識システムの実用化に多大
に貢献してきた．福井(代表者)の研究により，GDS
射影は興味深い 2 面性を有することが明らかになっ
てきた．具体的には，クラス部分空間の直交化に加
えて，GDS の次元を小さく設定することでフィッシャー判別分析と同等の効果を生む．様々な
実験において，クラス部分空間の次元には依存せずに，判別分析と同様に GDS 次元 r＝クラス
数－1 の時に，ユークリッド距離に基づく判別基準(クラス分離度)が最大となることが確認され
ている．つまり，GDS 射影はその次元を変更するだけで，部分空間(角度)ベース識別に対する
特徴抽出(直交化)にも，ユークリッド距離ベース識別の特徴抽出(判別分析)にも適用できるとい
う両面性を有する．CMU 正面顔データを用いた 138 人の識別では，137 次元 KGDS 射影は非
線形判別分析と同等以上の識別性能を示している．この実験のように，利用できる学習画像の
枚数が少ない場合は，共分散行列の推定が不安定となり判別分析の性能は大きく低下するが，
クラス部分空間は少ない枚数からでも安定に生成できるため，GDS 射影の優位性が顕著となる．
しかしながら，このような判別分析の効果が GDS 幾何構造から如何に生じているかは未解明
であり，特徴抽出として確立されているとは言えなかった．  
 
２．研究の目的 
クラス部分空間の直交化に加えて，GDS 射影の判別分析的な効果が如何なる幾何学から生じて
いるかを数理的に明らかにすることで，GDS 射影メカニズムの完全解明を行う．これにより
GDS 射影の更なる機能強化の指針が得られ，GDS 射影を核とした新しい特徴抽出体系の構築
する． 
  
３． 研究の方法 
上記目的に向けて以下の３つの側面から研究を進めた． 
（１） GDS 幾何構造の完全解明 
GDS の幾何構造は部分空間ペアの成す正準角群とそれらを張る正準ベクトルペアにより完全に
規定され，これらの数理構造については，研究代表者らのこれまでの研究から多くの知見が得
られている．これらを基盤として判別分析メカニズムを解明していくが，GDS 射影とフィッシ
ャーの判別分析(FDA)の表現形式が大きく異なるために，その関係を直接探るのは難しい．そこ
で平均を引かない主成分分析において，第１主成分は平均ベクトルとほぼ一致するという特性，
加えて各クラスの等分散と平均ベクトル長が等しいという制約条件に基づいて，フィッシャー
基準の簡略化を行う．この簡略化により，フィッシャーの判別基準は各クラスの部分空間の基
底ベクトルのみから構成される．簡略化された判別基準に基づく判別分析を Geometrical 
fisher discriminant analysis (gFDA)と名付ける．gFDA はその定義から FDA の判別分析能力
を引き継いでいる．次ぎに，gFDA と GDS 射影がほぼ等価であることを，両者の幾何学構成の比
較を通して明らかにする．最終的には，これらの両者の関係から，gFDA を介して GDS 射影と FDA
の密接な関係を示し，GDS 射影が FDA と類似したメカニズムにより判別分析的な能力を有する
ことを明らかにする． 
 
（２） GDS 射影の機能強化 
部分空間表現に替えて，基底に非負制約を課した凸錐制約表現を導入することで，GDS 射影の
機能強化を図る．２つの凸錐の“隙間”を表す凸錐差分部分空間(Convex cone gap 
subspace(CGS))を新たに定義する．２つの凸錐体の成す最小角を計算する方法[M. Tenenhaus, 
“Canonical analysis of two convex polyhedral cones and applications”, Psychometrika, 
vol.53, pp. 503-524,1988]を援用して第２最小角以降も求める．具体的には最小角を形成する
２つのベクトルが張る２次元面の直交補空間において，最小角度を計算する．これを r回繰り
返して得られた各角度θiを形成するベクトル uiと viの差分ベクトル di が r 次元 CGS の基底
となる．識別においてはデータを CGS へ射影することで２つの凸錐間の差異を抽出する． 
 
（３） GDS 射影の有効性の検証  
顔画像，手形状，歩容動画像などの公開データベースを用いて，GDS 射影が FDA とほぼ等価の
判別空間を生成し，それを用いて同等の判別能力が得られることを検証する． 
 
 
 
 

図 1 



４．研究成果 
（１）GDS 射影メカニズムの完全解明 
フィッシャー判別基準を簡略化する
ことで，各部分空間の基底ベクトルセ
ットのみで判別基準を定義した．これ
を最大化することで判別分析空間を
求める方法を提案し，Geometrical 
fisher discriminant analysis (gFDA)
と名付けた．図２は FDA(オリジナルの
判別分析法)からgFDAへと至る簡略化
の過程を示している．次ぎに gFDA と
GDS 射影がほぼ等価であることを以下
の手順で確認した(図３)．まず２つの
部分空間の正準角を成す正準ベクト
ルと基底ベクトルの関係に基づいて
明らかにした．さらに高次元ベクトル
空間における幾何学構造に基づいて，
数理的には，gFDA は GDS 射影に微小な
補正項を加えた方法と完全に等価で
あることを，gFDA において最大化すべ
き目的関数の表現形式を，クラス内分
散行列とクラス間分散行列の比の形
式から，両者の線形結合の形式に変換
することで数学的に証明した． 
gFDA は FDA の本質的な判別能力を

受け継いでいることを鑑みると，GDS 
projection(射影)もgFDAを経由して，
FDA の判別能力をしっかりと受け継い
でいることが理解される． 

さらに gFDA をより深く理解するた
めに，gFDA が２段階の処理: 1)クラス
部分空間の基底ベクトルの直交化(白
色化)と 2)直交化された基底に対する
主成分分析で構成されることに着目
し，詳細解析を行った．２段目の処理
を行う空間は正規化空間と呼ばれる．
gFDA の正規化空間において有する超
対称性に基づいて gFDA 射影の特徴抽
出メカニズムの詳細な理解に到達し
た．以上により，GDS 射影の幾何学構
造および特徴抽出のメカニズムの全
貌が解明され，特徴抽出法として安心
して使える基盤が整備された． 
 

 
 
※上記導出の詳細な数理証明を載せた論文を投稿準備中 
「Discriminant analysis based on projection onto generalized difference subspace」 
 

 
（２）GDS 射影の機能強化 
評価実験で，GDS 射影と FDA の一致度はクラス数が多くなると低下
することが明らかになった．この問題は，GDS の次元をクラス数-1
ではなく，より大きな次元に設定することで緩和されることが分
かり，各基底ベクトルの判別能力の累積を計ることで，適切な GDS
次元を推定する方法を考案した． 
２つの凸錐の“隙間”を表す凸錐差分部分空間(Convex cone gap 
subspace(CGS))を提案した(図 4)．２つの凸錐の“隙間”を表す凸
錐差分部分空間(Convex cone gap subspace(CGS))を３つ以上の凸錐
の“隙間”を表す一般化凸錐差分部分空間(Generalized convex cone 
gap subspace)へと理論拡張した[3,5]．各クラス凸錐を一般化凸錐差分部分空間へ射影するこ
とで，より判別能力の高いクラス凸錐を生成した． 
 

図 2 

図 3 

図 4 



 
（３）類似性・有効性の検証 
顔認識，歩容認証，物体認識，形状解析などにおいて，gFDA, GDS 射影，凸錐体に基づく GDS 射
影の類似性および有効性を大規模な検証実験により明らかにした[1,3,4,8,9,10,11]．これらの
実験を通して，gFDA と GDS 射影は学習データ数が少ない場合，FDA に比べて安定かつ高い識別
性能が得られることを明らかにした．また顔画像を対象にした多クラス以上の識別実験におい
て，FDA， gFDA，GDS 射影がほぼ同じ判別空間を生成し，性能面でもほぼ同等であることを確
認した．加えて，Convolutional Neural Network を通して得られる CNN 特徴を，画像特徴に替
えて入力とすることで GDS 射影の判別性能がさらに向上することも確認した[3,5,10]．３次元
物体の人工データを用いて評価実験や物体認識の識別実験により，一般化凸錐差分部分空間が
凸錐クラスの識別問題において，判別的な空間として効果的に機能することを確認した[3,5]． 
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