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研究成果の概要（和文）：標本数に比べ変量の次元が高いデータである高次元データを対象とした統計分析手法
の開発・評価・応用に取り組んだ。具体的には，次の3項目について重点的に研究を進めた: (1) 高次元多変量
線形回帰分析法の開発，(2) 正則化を使った非負値行列因子分解法やフィルタリング法の開発と評価，(3) ファ
クターモデルの操作変数推定法に関する研究。その結果，数多くの有用な研究成果が得られた。(高次元である
場合を含む)多変量線形回帰モデルにおける望ましい変数選択基準を提案したことはそうした研究成果の一例で
ある。研究成果の多くは，査読付き国際学術雑誌においてすでに公開済みである。

研究成果の概要（英文）：We have developed and applied new statistical procedures in the field of 
high-dimensional statistics, which studies data whose number of variables is relatively high. More 
precisely, we conducted the following three research projects: (1) statistical inference of 
high-dimensional multivariate linear regression model, (2) non-negative matrix factorization and 
filtering with regularization, and (3) instrumental variable estimation of factor model. Then, we 
obtained many results, one of which is a novel desired model selection criterion for possibly 
high-dimensional multivariate linear regression model. We have published most of the results of our 
research projects in international refereed journals. 

研究分野： 経済統計

キーワード： 高次元データ　高次元多変量線形回帰モデル　高次元漸近理論　変数選択　非負値行列因子分解　正則
化　フィルタリング　ファクターモデル

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
高次元データとは，標本数に比べ変量の次元が高いデータのことである。この新しいタイプのデータ分析の手法
として，標本数に比べ変量の次元が低いデータをその分析対象として開発された従来の統計分析手法は相応しく
ない。こうした背景のもと，そうした高次元データ分析手法の開発・評価・応用に取り組み，得られた数多くの
研究成果を査読付き国際学術雑誌において公開した。この研究プロジェクトを通じて新たに提案された(高次元
である場合を含む)多変量線形回帰モデルにおける望ましい変数選択基準はそうした研究成果の一例である。こ
れは，多変量線形回帰モデルにおける統計的推測法を発展させる重要な貢献である。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



 
様 式 Ｃ－１９, Ｆ－１９－１, Ｚ－１９(共通) 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
(1) 標本数(n)に比べ変量の次元(p)が低いデータをその分析対象とする従来の統計分析手法は，
近年出現してきた nに比べ pが高いデータである高次元データの分析手法として相応しくない。
例えば，目的変数ベクトルの次元 p が相対的に高い高次元多変量線形回帰モデルからの標本に
基づく統計量の近似手法として，pが低いという想定の下での従来からある漸近理論を選択する
と，pが増加するにつれて近似の程度は悪化する。 
 
(2) こうした中，pが相対的に高いデータに対応可能な手法が提案されてきている。pが高いデ
ータに対する漸近理論である高次元漸近理論はその一例である。そのほか，線形回帰モデルの説
明変数行列が高次元である場合に適用可能な手法として回帰係数ベクトルの l_{1}ノルムを正
則化項として導入する lasso 回帰(Tibshirani,1996)やその亜種もそうした手法の一つとして位
置づけられる。その成分がすべて非負値である行列をより低次元の非負値行列の積として表現
する非負値行列因子分解法や多変量線形回帰モデルの目的変数行列を低次元行列の積を使って
近似するファクターモデルもそうした手法の一つである。 
 
(3) (2)で述べたように pが高いデータに対応できるいくつもの手法が提案されてきているもの
のその取り組みはまだ緒に就いたばかりであり，数多くの課題が残されている。 
 
２．研究の目的 
 
(1) 前項で述べた通り，高次元データの統計分析(高次元統計分析)にはまだ解明・開発が待たれ
る事項も多く，その意味で数多くの課題が残されている。その解決へ向けた取り組みが必要であ
る。この研究課題では，主に次に列挙するような研究プロジェクトに取り組み当該分野の進展に
貢献することを試みた:(i)(高次元である場合を含む)多変量線形回帰モデルに対する望まし
い性質を有するモデル選択基準の開発;(ii)高次元多変量線形回帰モデルにおける統計的推測の
新展開;(iii)正則化法を利用した時系列データのフィルタリング法の改善と応用;(iv)グラフラ
プラシアン正則化法を利用した非負値行列因子分解法の拡張と経済時系列データへの応用;(v)
ファクターモデルに対する操作変数推定法の適用に関する考察。これらの研究プロジェクトに
ついて研究成果を得，それを査読付き国際学術誌において公開することを通じて広く社会に還
元し，学術の進展に貢献することが本研究課題の目的である。各研究プロジェクトのより具体的
な目的は次のとおりである。 
 
(2) プロジェクト(i): 多変量回帰モデルにおいて，モデルの複雑さに対する罰則調整項を伴う
一般化 Cp(GCp)規準や一般化情報量規準(GIC)の最小化に基づく変数選択問題を取り扱う。GCp 規
準は，Mallows(1973)により提案された Cp規準や Fujikoshi and Satoh(1997)により提案された 
Modified Cp(MCp)規準，GIC は，Akaike(1973)で提案された AIC，Schwarz(1978)で提案されたベ
イズ情報量規準(BIC)など多くの既存の変数選択規準を特別な場合として含む，一般的な変数選
択規準である。変数選択においては，真のモデルが最適なモデルとして選ばれる確率が標本数を
無限大としたときに 1 に収束する性質である一致性と，期待残差平方和に基づくロス関数につ
いて，選ばれたモデルでのロス関数とロス関数の最小値の比が 1 に確率収束する性質である漸
近ロス有効性，また，選ばれたモデルでのロス関数の期待値とロス関数の期待値の最小値の比が
1に収束する性質である漸近平均有効性などの性質が重要となる。本研究の目的は，一致性や有
効性を満たすための罰則調整項の十分条件を高次元漸近理論の下で導出し，その結果から，常に
一致性や有効性を満たす CCp 規準や GIC を提案することにある。 
 
(3) プロジェクト(ii): 大標本の枠組みでの統計量の漸近展開公式は，目的変数ベクトルの次
元が大きくなると，その漸近展開近似の精度が悪くなることが知られている。近年，標本数と次
元の両方が大きくなる，大標本・高次元の枠組みでの漸近展開公式が導出され，さらに，近似公
式の計算可能な誤差限界を導出する研究が盛んになってきた。尤度比検定(ウィルクスのラムダ
分布)に関しては，誤差限界が導出されていたが，Rao 検定，Bartlette-Nanda-Pillai 検定統計
量の帰無分布については，誤差限界は導出できていない。また，従来のカイ 2乗分布を基にした
大標本漸近展開公式についても，誤差評価は得られていない。こうした背景の下，多変量解析に
おける様々な統計量の大標本・高次元漸近展開公式と，従来の大標本漸近展開公式について，そ
れらの計算可能な誤差限界を導出することで，標本数と次元から，従来の漸近展開公式と大標
本・高次元漸近展開の精度の良い方を選択する方法を開発することを目的とする。 
 
(4) プロジェクト(iii): Kim et al.(2009)により提案された l_{1}トレンドフィルタリング法
を使えば時系列データの区分線形トレンドを推定することができる。この手法は，nと pが等し



い 1変量線形回帰モデルにおける(一般化)lasso 回帰とみなすことができる。この手法の調整パ
ラメーター値をどう設定するかについては，良い方法がない状態である。この研究ではパラメー
ター値設定の一つの実用的な方法を提案することを目的とする。そのほか，Hodrick and 
Prescott (1997)で使用されたフィルター(以下，HPフィルタリング)とパスグラフに対するグラ
フラプラシアンをペナルティ行列としたフィルタリング法との間の関係を解明する。合わせて，
両研究において経済時系列データを使った分析例を示す。 
 
(5) プロジェクト(iv): Lee and Seung(1999)が非負値行列分解を顔画像に適用し，顔の部品が
基底として抽出できることを発表して以降，非負値行列分解は音楽情報処理等の様々な分野で
の応用が試みられた。また，基底ベクトルに滑らかさを導入するためにグラフラプラシアンを使
った正則化(グラフ正則化)を導入したグラフ正則化非負値行列分解のアルゴリズムが提案され
る等の手法の拡張も試みられていた。しかし，経済時系列データへの非負値行列分解の適用は十
分に試みられているとは言えない状況である。この研究では，経済時系列データの特性を考慮し
て，非負値行列分解を拡張し，その有効性を確認する。 
 
(6) プロジェクト(v): ファクターモデルは 100 年以上前に心理学の分野で開発されたモデルで
あるが，現在は経済学をはじめ，様々な分野で頻繁に利用されている。ファクターモデルは EQS・
MPlus・LISREL・R(lavaan)等，様々な統計ソフトで推定可能であるが，デフォルトとなっている
推定量は最尤推定量である。最尤推定量を計算するには数値最適化が必要となるため，状況によ
っては計算の負荷が増えたり，収束しないという問題が生じる場合もある。この問題を解決する
方法として，解析的な表現が得られる操作変数推定量が Madansky(1964)や Bollen(1996)によっ
て提案されていたが，その性質についてはほとんど考察されていない。先行研究であまり注目を
浴びてこなかったファクターモデルの操作変数法について，より深く考察することを目的とす
る。特に，計量経済学の分野では，90 年代後半から操作変数の強さと数という視点から膨大な
研究が行われているため，その流れに沿って，ファクターモデルの操作変数について，操作変数
の強さと数という視点から考察する。 
 
３．研究の方法 
 
(1) 各研究プロジェクトのより具体的な研究の方法は次のとおりである。 
 
(2) プロジェクト(i): 変数選択規準の一致性や有効性を示すためには，変数選択規準の差を定
数で割ったものが正の値に確率収束することを示す必要がある。多変量回帰モデルの場合では，
変数選択規準は目的変数の次元数をサイズにもつ行列に依存するが，高次元漸近理論の下では
サイズが無限大になるかもしれない行列の確率収束は直接評価できないため，問題解決が困難
になっている。そこで，ウッシャート行列と行列式やトレースの性質を使って，変数選択規準の
差をサイズが無限大にならない行列によって書き換え，それにより確率収束を評価する。 
 
(3) プロジェクト(ii): 多変量線形回帰モデルに関する尤度比検定，Rao検定，Bartlett- Nanda-
Pillai 検定統計量の帰無分布は，いずれも多変量(行列)ベータ分布に従う確率行列の関数とし
て表現できる。1変量のベータ分布に従う確率変数の関数の期待値は，2つの自由度が大きくな
るとき，ラプラス近似を利用して展開することができ，ラプラス近似をによる誤差項も評価でき
る。同様な手法を，多変量(行列)ベータ分布に関して拡張することで，Rao 検定，Bartlette-
Nanda-Pillai 検定統計量に対する誤差限界を導出する。 
 
(4) プロジェクト(iii): HP フィルタリングの調整パラメータ値の設定方法に関する知見を使
って l_{1}トレンドフィルタリングのそれを設定する方法を提案する。また，HPフィルタリング
とグラフラプラシアンを使ったフィルタリング法との比較では，離散コサイン変換を利用する。 
 
(5) プロジェクト(iv): 非負値行列分解の各基底を滑らかにするためにグラフ正則化を導入し，
さらに，線型結合の係数をスパースにするように拡張し，それらの手法を経済時系列データに適
用する。 
 
(6) プロジェクト(v): 操作変数に強さについては，探索的ファクターモデルと確証的ファクタ
ーモデルのそれぞれで，集中パラメータと呼ばれる操作変数の強さを測る尺度を理論的に計算
し，操作変数の強さに影響を与える要因を明らかにする。操作変数の数の影響については，モン
テカルロ実験を行って推定量のパフォーマンスを調べる。 
 
４．研究成果 
 
(1) 数多くの有用な研究成果が得られた。研究成果の多くは，査読付き国際学術雑誌においてす
でに公開済みである。各研究プロジェクトのより具体的な研究成果は次のとおりである。 
 



(2) プロジェクト(i):栁原(2019)では，高次元漸近理論の下で，GCp 規準と GIC が一致性を持つ
ための十分条件を導出し，その結果をもとに常に一致性をもつ GCp 規準と GIC を提案した。この
変数選択規準を使用すれば，ある程度大きな標本数の下で，目的変数の次元数に関係なく高い確
率で真のモデルが選択できることが期待できる。高次元漸近理論では，Yanagihara et al. 
(2017)などの先行研究において，真のモデルが正規分布に従っているという仮定を必要として
いたが，この論文で提案した変数選択規準では，その正規性の仮定を必要しないことが注目に値
する点である。Oda and Yanagihara(2020)では，一致性を持つための GCp 規準の罰則調整項の条
件を，候補となる説明変数の個数は無限大になってもならなくてもよいという設定を追加した
高次元漸近理論の下で導出した。この結果を利用して，目的変数ベクトルの次元の大きさや説明
変数の個数によらず高い確率で真のモデルを最適なモデルとして選択できることが期待できる
新たな変数選択規準を提案した。さらに数値実験により，目的変数ベクトルの次元や説明変数の
個数の大小によらず，ある程度大きな標本数の下で，高い確率で真のモデルを最適なモデルとし
て選択できていること，またその確率が，lasso 回帰などの従来の変数選択手法よりも高くなる
ことを確かめた。また，Oda et al.(2020)では，Oda and Yanagihara (2020)と同様な漸近枠組
みの下で，正準判別分析における変数選択でも同様な結果を導出している。 
 
(3) プロジェクト(ii): 1 変量ベータ分布に関するラプラス近似法を，多変量(行列)ベータ分布
に拡張することができ，それを利用して，Bartlette-Nanda-Pillai 検定統計量の帰無分布の漸
近展開公式と誤差限界を導出した。良く知られているラプラス近似は，積分を評価したい関数が
最大となる点が，積分区間の内点にあることを前提としているが，積分区間の端点で最大となる
場合にも，近似公式を作ることができる。このことを利用して，従来の大標本漸近展開公式につ
いても誤差限界の導出が可能であることがわかった。 
 
(4) プロジェクト(iii): l_{1}トレンドフィルタリングの調整パラメーター設定法について得
られた成果をまとめた論文を Yamada(2018)として発表した。また，HP フィルタリングとグラフ
ラプラシアンを使ったフィルタリングの比較に関する研究成果をまとめた論文を Yamada(2020)
としてそれぞれ発表した。 
 
(5) プロジェクト(iv): 鉱工業指数や為替相場等の複数の経済時系列データに非負値行列分解
を適用すると，各時系列データは，少数の基底ベクトル(トレンド時系列)とその係数の線型結合
として近似できるようになる。各基底ベクトルを滑らかにするためにグラフ正則化を導入する
と，滑らかなトレンド時系列を抽出することができる。また，各時系列データの近似の係数をス
パースにすると，得られた近似の解釈性が向上する。本研究では，各基底ベクトルに対するグラ
フ正則化と係数に対するスパース性を同時に導入した非負値行列分解のアルゴリズムを開発す
るとともに開発した非負値行列分解を鉱工業指数や為替等の経済時系列データに適用した。得
られた研究成果をまとめた論文を査読付き国際研究集会 2020 IEEE International Conference 
on Systems, Man, and Cybernetics (SMC)にて報告した。 
 
(6) プロジェクト(v): 操作変数に強さについて，集中パラメータを理論的に計算した結果，探
索的ファクターモデルでは，ファクター間の相関が強くなると操作変数が弱くなることが分か
った。また，確証的ファクターモデルでは，基準変数の選択が，操作変数の強さに影響すること
が分かった。どの変数を基準変数にするかは，主観的に判断するため，実際のデータ分析では注
意深く基準変数を選ぶ必要性があるということがわかった。さらに，探索的ファクターモデルと
は逆に，確証的ファクターモデルでは，ファクター間の相関が強くなると，操作変数が強くなる
ということも分かった。これらの結果は Hayakawa(2020)として発表済みである。一方，操作変
数の数については, Hayakawa and Sun (2019)において，従来用いられてきた 2段階最小二乗推
定量は, 操作変数の数が増えるとパフォーマンスが悪化することを示した。 
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