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研究成果の概要（和文）：通常コホモロジーにおけるシューベルト・カルキュラスに登場する種々の対称函数の
同変K理論における類似物について、代数的・幾何学的・組合せ論的な観点から総合的に調べることができた。
さらに、それらを含む拡張となる一般コホモロジーにおける類似物、および複素鏡映群での同様の対応物を母函
数などにより、統合的に記述して、それらの相互関係をより明確にした。
また、Hook公式をシューベルト・カルキュラス視点から見ることで、これまで知られている公式を含むより一般
化された形での大きな範囲の公式群を作ることに成功した。これらの事により、代数学・幾何学と組合せ論との
新しい融合の見地を開拓することができた。

研究成果の概要（英文）：In this research, from algebraic, geometric and combinatorial view points, 
we generalize the usual cohomology theoretic symmetric functions which appear in Schubert calculus 
to equivariant K-theory. Furthermore we consider analogous objects in generalized cohomology theory 
and complex reflection group setting and study the relations via their generating functions.　
Another achievement is a generalization of hook formula. From these results, we get new perspectives
 on algebra, geometry and combinatorics.

研究分野： 代数学

キーワード： シューベルト・カルキュラス　同変K-理論　Hall-Littlewood函数　Hook公式　一般ホコモロジー　シュ
ーア函数　グロタンディエク多項式
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研究成果の学術的意義や社会的意義
これまで、シューベルト・カルキュラスの分野は日本ではあまり研究が進められていなかった。この研究の成果
により、同変シューベルト・カルキュラスが強力な新しい研究手法であることが裏付けられることになった。幾
何学におけるさらに新たな手法と融合して、今後のこの研究分野の進展が大いに期待できるものとなったと考え
られる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
シューベルト・カルキュラスの周辺での研究は、日本ではこれまであまりなされていなかった。
2009 年に発表された、池田・成瀬の励起ヤング図形を用いた古典型のグラスマン多様体の同変
コホモロジー環の記述に関する論文を契機に、日本においてこの分野への関心が高まり 2012
年に大阪市大において、シューベルト・カルキュラスの国際研究集会を開催することができた。
その後、「シューベルト・カルキュラスの組合せ論とその応用」（2013 年度—2015 年度）の研
究課題で科学研究費による補助を受け、同変シューベルト・カルキュラスについて、組合せ論
的な視点から研究を進めた。特に、同変 K 理論におけるシューアの P,Q-関数の類似物となる
GP,GQ-函数を新しく導入して、研究を前進させた。この新しい研究対象を用いた、シューベル
ト・カルキュラスの分野でのさらなる研究の深化が望まれるものとなっていた。 
 
２．研究の目的 
新しい研究対象であるシューアの P,Q-関数の類似物となる GP,GQ-関数およびその同変類似で
ある factorial GP,GQ-函数を用いて古典型の旗多様体の同変 K 理論のシューベルト・カルキュ
ラスの代数的・幾何学的枠組みを整備すること。さらにそれらの一般コホモロジーへの拡張や
関連する対称函数、特に Hall-Littlewood 函数について、同変シューベルト・カルキュラスの
視点からの一般化を試みること。これらの研究を通して、シューベルト・カルキュラスについ
ての理解を深めるとともに、その研究成果を応用できるような従来の別の研究課題や新たな研
究対象を見つけて理論的な深化をしてゆくことを目的とした。 
 
３．研究の方法 
研究の方法としては、次のようなものを基本とした。 
研究対象についての具体的な計算例を計算機ソフトなども利用して豊富に用意する。その計算
例をもとに、成り立つ予想式などの候補を見つけ出す。さらに、別の計算例などを行い予想式
の検証を行う。それと並行して関連する理論的なバックグラウンドを調べ、種々の手法との関
連性を調べた。また、シューベルト・カルキュラスと深く関連していると思われる国際研究集
会に積極的に参加して、関連情報を収集したり研究発表を行ったりして研究者との交流を行っ
た。直接に話をすることで、未発表の題材やアイデアなどを議論することもあった。 
 
４．研究成果 
(1)量子同変コホモロジーにおける B,C,D 型グラスマン多様体のシューベルト基底 
A 型の場合に知られていた Factorial シューア関数を用いた、グラスマン多様体の量子コホモ
ロジー環における同変シューベルト類の実現と同変コホモロジー環の生成元と関係式による記
述を参考に B,C,D 型の場合に行った。用いた手法としては、知られている Pieri rule を比較し
て、抽象的な可換環のレベルでの同型写像を構成するという方法で、A 型の場合の類似である
が、この証明の過程で、A 型で知られている証明に一部不備があることもわかり、古典型のグ
ラスマンに共通する結果が実質この成果により得られることになった。 
 
(2)Casselman 問題の解決 
A.Lascoux 他により導入された A型の Hecke 環の Yang-Baxter 基底を semisimple Lie 群の場合
に一般化を行い、既定の変換行列に関する双対性を証明した。また、それらを用いて p進代数
群の表現に関する Casselman 問題を解決した。シューベルト・カルキュラスの分野で知られて
いる Yang-Baxter 関係式を p進代数群の表現論に応用することができた。この視点は、さらに
Hecke 環を用いて Hook 公式を拡張する(10)の研究業績に発展した。 
 
(3)ループ空間の一般コホモロジー 
Bn 型と Cn型のグラスマン多様体は、nを無限大にするとループ空間と同等のものになる。 
このような極限の場合を調べることで、有限の$n$の場合のすべての情報をまとめて扱うことが
可能となる。この着眼点から通常コホモロジーでの知られているシューベルト基底を一般コホ
モロジーの場合に一般化した基底を代表する多項式（形式べき級数）についての基本的な考察
を行った。この際に、ホモロジー・コホモロジーの双対性が重要な視点となりホップ代数構造
が如何に反映されるか、さらに同変の構造がどのように反映されるかについての基本的な性質
をまとめることができた。この結果をもとにさらに詳細の性質にを調べて行くための基盤を構
成することができたと考えられる。 
 
(4)古典型二重グロタンデック多項式の代数的・組合せ論的記述 
A 型の二重シューベルト多項式はその K-理論版として二重グロタンデック多項式が考えられて
いた。BCD 型の二重シューベルト多項式は Ikeda-Mihalcea-Naruse により幾何学的な考察を基
に構成された。同様の方法で、それらの K-理論版も構成は可能であるが、それとは別の視点で、
Fomin-Kirillovのアイデアに基づくA型のシューベルト・グロタンデック多項式をYang-Baxter
関係式を用いて構成する方法を、BCD型に拡張することをA.N.Kirillov氏との共同研究で行い、
同変 K-理論におけるシューベルト基底の標準的な対象の組合せ論的な記述を確立することが
できた。 



 
(5)同変 K理論の退化跡 
通常コホモロジーの場合に、シューベルト類をベクトル束の退化跡で表すことは、古くからな
されていて、行列式表示などの公式が知られていた。この研究では、通常コホモロジーでの結
果を K理論の場合に拡張する試みを行った。幾何学的な構成方法を K理論の中に翻訳すること
で、形式冪級数を用いて知られている行列式公式やパッフィアン公式を K-理論の場合に自然に
拡張する形になっていることが分かった。さらにこの方法で作られた多項式は既に知られてい
る A型のグロタンディエク多項式に一致すること、また B型や C型の場合にはやはり対応物と
して構成された多項式に一致することも確認できた。 
 
(6)普遍的 Gysin 公式 
シューベルト・カルキュラスに登場するシューア関数やシューア Q関数などは、ベクトル束の
push-forward(あるいは Gysin 公式とも呼ばれる)で記述されることが良く知られている。この
研究では、それらの一般コホモロジー版を統一的に構成する方法について研究を行った。特に、 
Hall-Littlewood 函数及びその同変版 push-forward で構成する普遍的 Gysin 公式を作った。 

 
(7)Hall-Littlewood 函数の一般コホモロジー類似物の母関数公式の代数的証明  
Hall-Littlewood 函数を一般コホモロジーの場合に拡張した函数を定義することができる。こ
の函数は自然数の分割に応じて定められる対称函数となっているが、分割が１成分の場合の母
函数を用いて、分割が複数の成分の場合の母函数を構成することが可能である。通常コホモロ
ジーの場合は、Macdonald の対称函数の教科書に書かれている。この研究ではその母函数を一
般コホモロジーの場合にも一部修正することで、同様の証明方法で母関数が記述できることを
示した。 
 
(8)逆平面分割の母関数に対する Hook 公式の証明 
R.Proctor により研究が進められた d-complete poset の上の逆平面分割の母関数を表示する
Hook 公式について、これまで完全な証明は発表されていなかった。名古屋大学の岡田聡一氏と
の共同研究により、シューベルト・カルキュラスの手法を用いることで、より一般化された形
でこの Hook 公式を証明することができた。証明には、旗多様体の同変 K-理論とその Chevalley
公式を用いる。一般化された形では、d-complete poset の２つのフィルターF,G について Gが
Fに含まれるとき、Fから Gを除いた F/G という skew の poset 上の逆平面分割の母関数を記述
することができ、Gが空集合のときは Proctor が求めたものに一致する。同変 K-理論での知ら
れている結果と組合せ論的な考察により証明が完結する。池田岳氏と共同で考案した励起ヤン
グ図形というシューベルト・カルキュラスでの新しい組合せ論的対象が有効に働く良い例とな
った。組合せ論的な研究分野においても代数的・幾何学的な手法を組合せ論的問題に適用した
例として大きな影響を与えるものと考えられる。 
 
(9)Hall-Littlewood 関数の複素鏡映群のシューベルト類としての解釈 
Totaro により、Hall-Littlewood 函数が、複素鏡映群のシューベルト類の類似物であるとが、
すでに知られていたが、その幾何学的な背景は不明であった。この研究では、これまでの古典
型のグラスマン多様体の同変シューベルト基底として、factorial Schur 函数と P-Q-函数が対
応するという結果を参考にして、factorial Hall-Littlweood 函数を新しく導入し、これが複
素鏡映群のシューベルト類の類似物であることを、同変コホモロジーでの GKM 条件の類似物を
用いることで、説明することができた。 
 
(10)Hook 公式の一般化とその証明 
Hook 公式には、(8)の Gansner 型のものと仲田の Hook 公式と呼ばれる別種のものが存在してい
る。仲田の Hook 公式は、(2)の Casselman 問題に関連した Bump-Nakasuji 予想と密接な関連が
あることを以前から観察していたが、幾何学的な背景を持つ Motivic Chern 類を使うことで、
Bump-Nakasuji 予想が解決されてことを基に、この２種類の Hook 公式を統合する新たな Hook
公式を発見することに成功した。（Mihalcea,Su との共同研究）現在のところは、A型グラスマ
ン多様体の場合を含む有限 Weyl 群に付随する d-complete poset に対してのみ公式は証明され
ているが、Kac-Moody 型の Weyl 群の場合にも同様の公式が成立することが予想できる。シュー
ベルト・カルキュラスを Hecke 環のレベルで見直すことができ、今後のこの分野での進展が期
待できる。 
 
(11)励起ヤング図形を用いた KP,BKP 階層の解の記述 
シューア関数が偏微分方程式の KP 階層の解を記述するために有効に使われることは佐藤幹夫
氏により発見されたことで有名であるが、シューベルト・カルキュラスとの関係については、
グラスマン多様体が使われることから初期より認識はされていたものの、一般的に知られてい
ること以上に踏み込んだ理解はこれまであまりなされて来ていない。B 型の類似として BKP 階
層があり、これについてはやはりシューアの Q関数が有効に使われることも神保・三輪氏等の
結果で知られていた。数年前に津田塾大の執行氏がシューアの Q関数で展開した関数が形式解



となるための係数の間の関係式の必要十分条件を、パッフィアンを用いて記述することに成功
した。研究代表者はその結果を、シューベルト・カルキュラスで登場する Factorial シューア
Q関数に適用することで、BKP 階層の解となっていることを示した。さらにこれを一般化して、
励起ヤング図形を用いて係数を決めることで、新たな解や形式化が作れることも同様に導くこ
とができた。 
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