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研究成果の概要（和文）：Levine-Morelの代数的コボルディズム理論をSースキームの場合に拡張した.双変代数
的コボルディズム理論の完成を目指していたが,Toni Annala氏(British Columbia大)が2018年11月に完成させ
た.今はAnnala氏と共同で束の代数的コボルディズム理論を研究している.双変Lー類を模索中,Hirzebruch chi-y
種数がファイバー束についてmod 4で乗法的であることを発見した.この予想外の発見を切掛に,chi-y種数のmod 
8乗法性やモチヴィック特性類のホモロジー的合同式等を得た.また,双変理論的発想から写像のホモトピー集合
についても興味ある成果等を得た。

研究成果の概要（英文）： We extended Levine-Morel's algebraic cobordism to S-schemes. While we were 
aiming to complete a bivariant algebraic cobordism, Toni Annala (University of British Columbia) 
completed it in November 2018. Now we are working together with Toni Annala on a bivariant algebraic
 cobordism of vector bundles. 
 While we were looking for a bivariant L-class, we noticed that Hirzebruch chi-y genus is 
multiplicative for a fiber bundle. With this unexpected discovery as a starting point, we obtained 
the multiplicativity mod 8 of chi-y genus and homological congruence formulae of the motivic 
characteristic class and so on. Based on the idea of bivariant theory, we also obtained interesting 
results on the homotopy set of mappings  and so on.

研究分野： トポロジー
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研究成果の学術的意義や社会的意義
我々が目指していた双変代数的コボルディズム理論はToni Annala氏が最新の分野である導来代数幾何の理論と
代表者與倉の先行結果を用いて完成したが,我々の先行研究および目指す結果が最新の研究分野と繋がったとい
う意味で学術的意義がある.L-類の研究中発見したHirzebruch chi-y種数のmod 4乗法性が,良く知られた指数の
mod 4乗法性の拡張であることは評価に値する.当初予定になかった,写像のホモトピー集合を双変理論の視点で
考察した結果が,フィールズ賞受賞者であるA.Connes等の最新の研究と関連しているという指摘を査読者から受
けた事から,我々の研究成果は評価に値すると考えたい.



様	 式	 Ｃ‐１９、Ｆ‐１９‐１、Ｚ‐１９、ＣＫ‐１９（共通）	 
１．研究開始当初の背景 
(1) 代表者與倉は海外共同研究者J.-P.Brasselet 氏(仏, CNRS) とJ.Schuermann氏(独, Muenster 大) 
との共同研究で, 複素代数多様体の相対Grothendieck群K_0(V/X) からQ[y] 係数ホモロジー群
H_*(X;Q[y]) への自然変換T_y : K_0 (V/-)->H_*(-;Q[y]) でX が非特異多様体の場合に
T_y([id:X->X])がHirzebruch特性類T_y(X)のPoincare双対となることを満たすものが唯一つ存在す
ることを齋藤盛彦氏のMixed HodgeModules の理論を用いて証明した. 我々の研究成果は
Peters-Steenbrink著のMixed Hodge Structures (Springer, 2008) にも引用されている. また, Mixed 
Hodge Modules 理論の創始者齋藤盛彦氏自身も申請者達の研究成果に関する研究を始めた. 
  我々の自然変換T_y : K_0 (V/--)->H_*(---;Q[y]) は1973 年にMacPherson によって提起された
unification 問題に対する肯定的な解答として以下の３つの重要な特異多様体の特性ホモロジー
類の理論(GRR 型定理)を統一するものである. 
   (Chern 類) MacPherson’s Chern class （Ann. of Math. 100 (1974), 423-432） 
    (Todd 類) Baum-Fulton-MacPherson’s Riemann-Roch (Publ. Math. I. H. E. S.45(1975), 101-145)   
       (L-類) Cappell-Shaneson’s L-class (J. Amer. Math. Soc. 4 (1991), 521-551) 
 (2) Fulton-MacPherson は著書「Categorical frameworks for the study of singular spaces」(Memoirs 
AMS. 1981) で, (Todd 類)Baum-Fulton-MacPherson’s Riemann-Roch の双変理論版を構成し,  
(Chern 類)MacPherson’s Chern class の双変理論版の存在を予想した. この予想は海外共同研究者

J.-P. Brasselet 氏によって肯定的に解決された.  Cappell-Shaneson’s L-class の双変理論版の存
在は未だに予想すらされていないが, 代表者は海外共同研究者Schuermann 氏との共同研究で, 
T_y* の双変理論版BT_y* の構成に成功した. 

 
２．研究の目的 
	 多様体など非特異空間ではコホモロジー群等の反変関手が本質的役割を果たす. しかし, 特異
点を持ちうる代数多様体, 解析多様体, 滑層空間など, 広い意味での「特異空間」の諸不変量は
ある種の共変関手からホモロジー論への自然変換として, 或はその自然変換による特別な量の
像として捉えられている. 本研究は共変関手及び反変関手を統一する Fulton-MacPhersonの
Bivariant Theory（双変理論）を中心に置き, Atiyah の bordism 理論や Levine-Morel の algebraic 
cobordism 理論の双変理論版の構築と双変理論における Grothendieck-Riemann-Roch (GRR) 型定
理や圏論化, およびそれらに関連する話題に関する位相幾何学的総合研究を行う. 
 
３．研究の方法 
(1) 研究代表者の先行研究である Oriented bivariant theory I (International J. of Mathematics, 2009)を
さらに発展させて双変 algebraic cobordism 理論および双変 L－類を考察する. 
(2) 研究代表者等のモチヴィック特性類はパラメーターyが-1, 0, 1の時はそれぞれよく知られた
Chern類, Todd 類, L-類に相当するが, 任意 yの場合（よく質問される問題）を考察する. 
(3) 研究代表者および研究分担者は, 海外で開催される, 本研究に関連する研究集会に積極的に
出席し, 研究発表を行うとともに, 参加者達との直接の研究連絡を行い情報収集に努める. 
(4) 研究分担者、海外共同研究者等を招聘, あるいは関連する研究を行っている研究者の所属す
る大学あるいは研究所を訪問するなど, メールだけでの交信ではできない密な研究討論を行い,
研究の更なる促進・進展に努める. 
(5) 2006年2月に「数学の異分野が交流する場」として, 分担者である木村俊一氏, 竹内潔氏と3 人
で始めた「代数・解析・幾何学セミナー」は好評で全国的に認知度も高く, 以来毎年開催してい
る. この研究集会に本研究と関連する研究を行っている研究者に講演等を依頼する. 
	 
４．研究成果	 
   研究代表者の研究成果のみについて記載する. 
(1) 我々の自然変換T_y* : K_0 (V/---)->H_*(---;Q[y]) はy=-1, y=0, y=1の時は, それぞれChern類, 
Todd類, L-類に対応するものであるが, これらを用いてT_y*(X)の具体的な公式を与えた. これ
は, よく聞かれる質問「yが-1, 0, 1以外のときはどうなるのか？」に対する一つの解答である.  
(2) 上記の研究成果をヒントに, 代数的ファイバー束の場合の公式を整理する中で, 「Hirzebruch 
chi-y種数がファイバー束に対してmod 4で乗法的であること」が公式の中に隠されていることを
発見した. これはHambelton-Korzeniewski-Ranickiの定理「ファイバー束の指数はmod 4で乗法的
である」（Geometry & Topology, 11 (2007), 251-314）のHirzebruch chi-y種数への拡張になってい
る. 何故なら, y=1の時Hirzebruch chi-y種数は指数(signature)であるから. この意外な発見は, 当初
予定していなかった研究（以下の(3), (4)）へと更に発展した. 
(3) 上記(2)の研究成果を切掛に C.Rovi女史 (米国 Indiana大学)との共同研究により,  yが奇数の
時には Hirzebruch chi-y種数がファイバー束に対して mod 8で乗法的であることを証明した. 
(4) 更に, 上記(2), (3)の研究成果は Laurentiu Maxim氏（米国Wisconsin大学）との共同研究によ
り, 自然変換 T_y* : K_0 (V/---)->H_*(---;Q[y])に対する合同公式として拡張することができた. 



(5) 研究代表者の上記論文「Oriented bivariant theory, I」の続編としての論文「Oriented bivariant 
theory, II---algebraic cobordism of S-schemes」で S-schemes の algebraic cobordism 理論を構成した. 
(6) algebraic cobordism 理論の双変理論版の構成を模索している中, Toni Annala氏（British 
Columbia大学、カナダ）が導来代数幾何の理論を用いた Lowrey-Schuergの derived algebraic 
cobordism (J. Insti. Math. Jussieu, 15 (2016) 407-443) を, 代表者の上記論文「Oriented bivariant 
theory, I」における構成方法を用いて, bivariant derived algebraic cobordism に拡張した論文(arXiv, 
July 13, 2018, 修正版：November 25, 2018)を発表した. その後, Annala氏と共同研究をすることと
なり, 現在 Lee-Pandharipandeの Algebraic cobordism of bundles on varieties (J. Eur. Math. Soc., 
14(2010), 1081-1101)の双変理論版の研究を行なっている. 
(7) 当初予定していなかったが, 双変理論的発想を切掛けに, 山口俊博氏（高知大学）との討論
後共同研究で,写像のホモトピー集合[X,Y]がposet-stratified spaceの構造をもつ事等を証明した. 
この研究成果は1950年代のBorsukやThomの研究と深く関連していることが分かった. また, 
我々の結果はA. Connes-C.Consaniの最近の論文“Homological algebra in characteristic one” (Higher 
Structures, 3 (2019), 155-247)の研究と関連するとの指摘を査読者から受けたことを付け加える. 
(8) 上記成果(7)をより一般的な枠組みで捉えるため, 代表者與倉は論文「Decomposition spaces 
and poset-stratified spaces」（現在投稿中）を書いた. 
(9) 同じく双変理論的発想を切掛に山口俊博氏との共同研究で,有理ホモトピー理論で良く知ら
れたHilali予想を, 同予想を特別な場合として含むような「写像に対する予想」の論文を書いた. 
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