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研究成果の概要（和文）：本研究課題では広義最大値原理を用いて、完備セルフーシュリンカーの分類研究を行
い、重要な研究成果を得た。λ-超曲面の研究について、埋め込みコンパクトλ-超曲面を構成し、 第2基本形式
の長さが一定で完備λ-曲面を完全に分類した。完備非コンパクトなλ-超曲面が多項式面積増大度をもつための
必要十分条件はそれが正則であることを示した。閉波面に対するガウス・ボンネの定理を、「ガウス写像の写像
度」の立場から高次元化した。有限体積かつ負断面曲率をもつ完備非コンパクトなリーマン多様体のエンドにつ
いて、重要な進展を与えた。種数２の閉曲面について、ラプラシアンの第1固有値を最大化するという予想を肯
定的に解決した。

研究成果の概要（英文）：In this research project, by making use of the generalized maximum 
principle, we studied classification problems of complete self-shrinkers. Several  important results
 are obtained.  On study of λ-hypersurfaces, embedded compact λ-hypersurfaces are constructed 
concretely. We classified complete λ-surfaces with constant squared norm of the second fundamental 
form. We proved that a complete λ-hypersurface has polynomial area growth if and only if it is 
proper. We obtained that the lower bound growth of area of complete and non-compact λ-hypersurfaces
 is at least linear. Gauss-Bonnet theorem on wave front is generalized to higher dimensions in the 
sense of mapping degree of Gaussian map. Ends of complete and non-compact Riemannian manifolds with 
finite volume and negative sectional curvature are studied. Several important  results are obtained.
 The conjecture on maximizing the first eigenvalue  of Laplacian for closed surfaces with genus 2 is
 solved affirmatively.

研究分野： Differential Geometry

キーワード： 平均曲率フロー　最大値原理　特異点　部分多様体　リーマン多様体

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
我々は独自のアイディアで新しい研究方法を開発し，完備セルフーシュリンカーの分類を研究した。λ-超曲面
はセルフーシュリンカーの一般化として新しい研究課題で, 我々は完備λ-超曲面の面積増大度を研究し,  完備
λ-超曲面の分類研究も行なった。 非正則点を許す曲面の幾何学は幾何学におけるとても有望な研究分野である
し, プラシアンの第1固有値の研究は幾何学及び解析学の分野で最重要な研究課題である。従って, 本研究は学
術的に意義深いもので，幾何学の発展に大きく貢献することになると思われる。曲率フローは社会の様々な側面
に現れるので, 学術的意義のみならず, 近い将来現実社会問題を解決に役に立つと思われる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９, Ｆ－１９－１, Ｚ－１９（共通） 

 

１．研究開始当初の背景 

幾何学的フローに現れる特異点の幾何構造に関する研究は幾何解析の中心的問題で，

PerelmanはHamiltonの提案したRicciフローの特異点（Ricciソリトン）を分析するプログ

ラムを，Ricciフローの手術構成により完成し，数学難問：ポアンカレ予想を解決した。 

(1) 平均曲率フローのセルフ-シュリンカーは，与えられた平均曲率フローに現れる特異

点での全てのブロー・アップを表すのみならず，平均曲率フローの研究において重要な役

割を果たしている。実際に，Huiskenの示した単調性公式とBrakkeのコンパクト性定理を

用いて，平均曲率フローの解を適切にスケーリングすることにより，WhiteとIlmanenは特

異点が漸近的に平均曲率フローのセルフ-シュリンカーに収束することを示した。

Angenentのコンパクト回転対称の埋め込みセルフ-シュリンカー，Druganの標準球面でな

い位相的な球面となるはめ込みセルフ-シュリンカー及び，Moller等の構成した高い種数

を持つコンパクト埋め込みセルフ-シュリンカーの例は非常に重要で，セルフ-シュリンカ

ーの研究に方向性を与えている。そして，Colding-Minicozziは非負平均曲率と多項式面

積増大度をもつ完備セルフ-シュリンカーを完全に分類し，Huiskenの提案した長年の予想

を解決した。これは画期的な研究成果であると言われている。完備セルフ-シュリンカー

の研究に大いに貢献した。さらに，研究代表者とPengはOmori-Yauの最大値原理を拡張

し，多項式面積増大度の条件を仮定せず，全く新しい視点から完備セルフ-シュリンカー

を研究した。一方，変分法の観点から，平均曲率フローのセルフ-シュリンカーは重み付

き面積汎関数の臨界点となっていて，セルフ-シュリンカーに関する研究は重み付き面積

汎関数の臨界点の研究に帰着する。 

(2) 研究代表者とWeiは重み付き体積保存平均曲率フローを発見し，重み付き体積を保存

する変分に対して，重み付き面積汎関数の臨界点を研究した。このような臨界点は重み付

き体積保存平均曲率フローのλ-超曲面と呼ばれる（以後, λ-超曲面と略す）。これは平

均曲率フローのセルフ-シュリンカーを一般化したものである。実際, ユークリッド空間

内のはめ込み超曲面X:M → Rn+1 が，セルフ-シュリンカーであるための必要十分条件は，

X:M → Rn+1がH+<X,N>=0を満たすことである。一方，ユークリッド空間内のはめ込み超曲面

X:M → Rn+1がλ-超曲面であるための必要十分条件は，ある実数λに対して，X:M → Rn+1が

H+<X,N>=λを満たすことである，ここでNとHは超曲面の単位法線ベクトルと平均曲率であ

る。さらに，研究代表者とWeiはColding-Minicozziの完備セルフ-シュリンカーに関する

定理を完備λ-超曲面に拡張することにも成功した。 

(3) 研究分担者である山田は梅原らと，曲面をより広い対象として扱う観点から，フロン

トの幾何学に関する研究を行い，目覚ましい研究成果をあげた。 

(4) 研究分担者である塩谷は山口と３次元多様体の位相構造を研究し，ポアンカレ予想の

解決に大いに貢献した。 

 

 

２．研究の目的 

多様体の幾何構造の解明において，1980年代から急速に発展した幾何学的フローの研究に

より，数多くの顕著な研究成果が生まれている。本研究では下記の有機的に関連する４つ

の研究を目標とする。 



(a) 平均曲率フローに現れる特異点の幾何構造に関する研究。特に，平均曲率フローのセ

ルフ-シュリンカーの分類と，セルフ-シュリンカーのエントロピーに関する研究を行う。 

(b) 重み付き体積保存平均曲率フローのλ-超曲面の構成とその分類に関する研究。 

(c) 非正則点を許すセルフ-シュリンカーの幾何学の研究。 

(d) 平均曲率フローによる４次元閉多様体の位相構造の研究。 

 

 

３．研究の方法 

本研究課題において,部分多様体の微分幾何学に関する研究手法，広義最大値原理とヤコ

ビ作用素の固有値理論を研究する解析的手法を有機的に融合し，新しい評価方法を発案し

た。これを用いて, 平均曲率フローの完備セルフ-シュリンカーの分類及び重み付き体積

保存平均曲率フローの完備なλ-超曲面の分類を研究した。 さらに, co-area公式及び積

分公式を有効に利用し, 重み付き体積保存平均曲率フローの完備なλ-超曲面が多項式面

積増大度をもつための必要十分条件はこの完備なλ-超曲面が正則であることを証明し

た。対数関数のSobolev不等式を巧く利用し, 重み付き体積保存平均曲率フローの完備非

コンパックトなλ-超曲面が少なくとも線形面積増大度をもつことを示した。フロントの

幾何学を研究する特異点論の手法及び幾何学的な手法を融合し, 特異点を許すフロントの

幾何学に関する研究を行った。リーマン幾何学を研究する比較定理の研究手法，変分法な

ど様々な角度から有機的にとらえなおし，測度距離空間及び完備非コンパクトなリーマン

多様体ののエンドを研究する新しい研究方法を提案した。 

 

 

４．研究成果 

(1). 平均曲率型フローに現れる特異点に関する幾何構造を究明することは平均曲率フロ

ーに関する研究で最重要な研究課題である。Huisken と Colding-Minicozzi は非負平均曲

率と多項式面積増大度をもつ完備セルフ-シュリンカーを完全に分類し，Huisken の提案し

た長年の予想を解決した。これは画期的な研究成果であると言われている。多項式面積増

大度を持たない完備セルフ-シュリンカーが存在するため，多項式面積増大度の条件を仮

定せず，完備セルフ-シュリンカーに関する研究は極めて重要である。研究代表者と研究

協力者華南師範大学の Wei Guoxin 教授等と共同で広義最大値原理を駆使して, Euclid 空

間内のの第 2基本形式の長さが一定で n次元完備セルフーシュリンカーの分類に関する予

想を研究し， 重要な進展を与えた。特に４次元 Euclid 空間内の第 2基本形式の長さが一

定となる完備セルフーシュリンカーに対して, 主曲率４乗の和が一定となる４次元 Euclid

空間内の第 2基本形式の長さが一定で完備セルフーシュリンカーを完全に分類した。研究

代表者と研究協力者 Wei Guoxin 教授及び矢野氏と共同で Euclid 空間内の n次元完備セル

フーシュリンカーの第 2基本形式の長さの第 2ギャップに関する研究を行い, 収束する数

列を導入し, 大きな進展を与えた。さらに, 研究代表者と研究協力者 Wei Guoxin 教授及

び堀氏と共同で第 2基本形式の共変微分の長さの２乗のラプラシアンを計算し, 精密な評

価を行って, ４次元 Euclid 空間内の第 2基本形式の長さが一定で２次元完備ラグランジ

ュセルフーシュリンカーを完全に分類した。 

(2).重み付き体積保存平均曲率フローの埋め込みコンパクトλ-超曲面の構成とその分類

に関する研究について, 研究代表者と研究協力者 Wei Guoxin 教授は埋め込みコンパクト



λ-超曲面を具体的に構成することを成功した。標準球面ではない球面と微分同相の埋め

込みコンパクトλ-超曲面が構成した。よって, 埋め込みコンパクトλ-超曲面に対して, 

Alexandrov 型の定理が成り立たないことが分かった。研究代表者と研究協力者 Wei 

Guoxin 教授は広義最大値原理を用いて, 第 2基本形式の長さが一定で重み付き体積保存平

均曲率フローの完備λ-曲面を完全に分類した。研究代表者と研究協力者 Wei Guoxin 教授

は共同で co-area 公式及び積分公式を有効に利用し, 重み付き体積保存平均曲率フローの

完備なλ-超曲面が多項式面積増大度をもつための必要十分条件はこの完備なλ-超曲面が

正則であることを証明した。さらに, 対数関数の Sobolev 不等式を巧く利用し, 重み付き

体積保存平均曲率フローの完備非コンパックトなλ-超曲面が少なくとも線形面積増大度

をもつことを示した。コンパクトλ-超曲面の安定性について, 安定なλ-球面と安定でな

いλ-球面を完全に分類した。 

 

(3). 研究分担者山田らは特異点をもつ曲面の等長変形の研究の一環として，３次元ユー

クリッド空間の与えられた正則曲線をカスプ辺にもつような曲面の等長変形を調べ，その

個数を評価した。また，類似の対象として，与えられた曲線を折り目にもつ「折り紙」の

個数を調べた。３次元ローレンツ・ミンコフスキー空間の空間的極大曲面で，時間的極小

曲面への解析的接続をもつクラスを定義し, これらの曲面が正則はめ込み曲面になるこ

と, ある仮定のもと自己交叉を持たず, 平面上の entire graph となることを示した。3

次元ユークリッド空間の閉波面に対するガウス・ボンネの定理を, 高次元の閉波面に対し

て, 「ガウス写像の写像度」の立場から高次元化した。研究分担者山田はユークリッド空

間の極小曲面である Jorge-Meeks 曲面と同じワイエルストラス・データをもつローレン

ツ・ミンコフスキー時空の極大曲面は，折り目特異点をもつが，それを越えて時間的極小

曲面に解析的に延長される。この延長（の極大なもの）はローレンツ・ミンコフスキー時

空に固有に埋め込まれた曲面になることを示した。研究分担者山田は 3次元ユークリッド

空間の楕円面は双等温構造をもつことが知られており，クリストッフェル双対が存在す

る。とくに楕円面の三軸が等しくなるような極限をとるとクリストッフェル双対はシャー

クタワーと呼ばれる極小曲面になる。この問題のミンコフスキー版を考察し，二次曲面の

双対として得られる極大曲面を表示した。 ローレンツ多様体のある種の超曲面のクラス

（零平均曲率超曲面を含む）が光的点，すなわち誘導計量が退化する点を含むならば，適

切な仮定のもと，その点の近傍で超曲面の像における退化点集合は光的測地線を含むこと

を示し，応用も与えた。ローレンツ空間型のある種の曲面は「解析的延長」をもつ。とく

に３次元ミンコフスキー空間の極大曲面，ド・ジッター空間の平均曲率１の曲面について

そのような延長を具体的に与えた。 

(4). 研究分担者塩谷は高津と共同でスティーフェル多様体と旗多様体の列の極限空間に

ついて研究した。次元が無限大へ発散するようなスティーフェル多様体の列が無限次元ガ

ウス空間へ収束すること，および旗多様体が無限次元ガウス空間の商へ収束することを示

した。これらの応用として，オブザーバブル直径の漸近的な評価を得た。さらに研究分担

者塩谷は中島と共同で測度距離空間のisoperimetric profileが与えられた関数以上なら

ば，オブザーバブル分散がその関数から決まるある定数以下であることを示し，等号成立

のとき空間が最短測地線で層化されることを証明した。この結果はChengの最大直径定理

とCheeger-Gromollの分割定理の一種の一般化となっている。完備非コンパクトなリーマ

ン多様体の体積が有限かつ断面曲率が負で-1以上となっているとき，そのエンドについ



て，塩谷は藤原と共同である種の例を構成した。そのようなエンドがどのような位相型を

もつかは大きな問題であるが，本研究では，任意のフリップ・グラフ多様体がそのような

エンドに現れることを証明した。 

(5). ラプラシアンの第 1固有値の評価研究について, 研究分担者納谷は庄田敏宏氏と共

同で面積一定という条件下でラプラシアンの第 1固有値を最大化する閉曲面上の計量を決

定する問題について研究を行った。とくに, 閉曲面の種数が 2の場合に, ある退化計量が

最大化計量であろうという Jakobson-Levitin-Nadirashvili-Nigam-Polterovich の予想を

肯定的に解決することができた。さらに, 研究分担者納谷は多様体の埋め込みとラプラシ

アン第 1固有値に関する最適化問題について研究した。与えられたリーマン多様体からユ

ークリッド空間への 1リプシッツ写像全体にわたって分散を最大化する問題を考える。も

し分散最大の写像が存在するならば, 多くの場合に等長埋め込みを与えると期待されるの

で, この問題は Nash 等長埋め込みと関係する。この問題の双対問題を定式化することが

でき, ある一つの制約条件をみたすすべてのリーマン計量にわたって重み付きリーマン多

様体の Bakry-Emery ラプラシアンの第 1固有値を最大化する問題となる(ここで, 体積要

素は初期リーマン計量のそれであり, また, 制約条件にも初期リーマン計量が関係す

る) 。いくつか最適化問題が解ける例を与えるとともに, Nadirashvili 型定理を証明し

た。この定理は, 第 1 固有値最大化問題が解けたならば, 埋め込み最適化問題も解けて, 

分散最大の等長はめ込みが得られることを主張する。研究分担者納谷は明工氏と共同で長

さ付き有限グラフのラプラシアン第 1固有値の最大化問題について研究を行った。最大化

する(あるいはより一般に extremal な)長さ関数が存在するとき, 対応するラプラシアン

の第 1固有関数を使って, ユークリッド空間へのよい双リプシッツ写像が構成できること

を示した。実際, この写像とユークリッド距離によって, 長さ関数を明示的に表示するこ

とができる。この結果は曲面の場合の Nadirashvili の定理の離散類似とみなされる。単

位球面内の平均曲率が一定でコンパクトな超曲面上の Jacobi 作用素の第１固有値の評価

研究について, 研究代表者と研究協力者 Chen Daguang 准教授は共同で新しい試験函数を

見つけて, 第１固有値の最適な評価を与えた。 
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