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研究成果の概要（和文）：多重線形の擬微分作用素の標準的なクラスにおいて、シンボルの微分可能性に関する
精密な条件を得たこと、一般の関数を重みとするシンボルのクラスを導入しアマルガム空間での新たな有界性を
証明したこと、などの成果があった。非負関数に対する不等式に関しては、多重線形分数階積分作用素に対する
不等式やいくつかの最大関数の不等式に関して新たな結果を得た。また、種々の関数空間の性質を調べ、それら
を応用して偏微分方程式の解析を行った。

研究成果の概要（英文）：For multilinear pseudo-differential operators of ordinal symbol class, we 
identified sharp differentiability conditions that assure boundedness of the operators in Lebesgue 
and Hardy spaces.  For multilinear pseudo-differential operators of exotic class, we introduced new 
class of symbols related to general weight functions and obtained sharp estimates for the 
multilinear pseudo-differential operators in amalgam spaces.  For multilinear fractional integral 
operators, we obtained new inequalities that involve the class of summable functions and found sharp
 conditions for weight functions of power form.  We found a new method to estimate strong maximal 
functions.  We investigated properties of several function spaces including Morrey spaces and their 
variants, and applied them to study the solutions to partial differential equations. 

研究分野： 解析学

キーワード： 調和解析　実関数論　関数空間　偏微分方程式　特異積分作用素　擬微分作用素　最大関数
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
近年、調和解析学の研究対象として大きな興味を持たれているのが、多変数調和解析である。多重線形の擬微分
作用素は1980年以前に導入されたが、その詳しい性質が調べられるようになったのは2000年以降で、現在、多変
数調和解析の重要な研究テーマのひとつとなっている。また多変数に特有の種々の不等式は、近年、多変数調和
解析の主たる研究対象となっている。本研究はこれらのテーマに関して多変数調和解析学を深め、関数方程式な
どへのその応用を探るものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 

2013 年以降、本研究の研究代表者と分担者は、エキゾチック・クラスと呼ばれるクラスに属
す多重線形の擬微分作用素の写像の性質や、非負関数に関わる多重線形の種々の作用素に対す
る不等式を解明し、さらに、調和解析に現れる種々の関数空間や実関数論の手法を非線形の偏微
分方程式に応用する研究を進めてきていた。これらは近年の調和解析学で大きな興味を持たれ
ている研究テーマであり、これを継続しさらに発展させるために、本研究を開始した。 
 
２．研究の目的 
研究の目的は、大きく分けると、多重線形特異積分作用素の有界性と非有界性の解明、調和解

析に現れる重み付き不等式の開発、領域上の関数空間や積分作用素の性質の解明、調和解析の方
法を応用して偏微分方程式などの解の性質を調べること、である。これらの研究目的はいずれも、
ユークリッド空間またはその領域上の関数と関数に作用する作用素とに対する調和解析の課題
であり、それらに対する実関数論の方法を開発し、さらにそれらを関数方程式の解析に応用する
ことを目指した。 
 
３．研究の方法 
基本的には、研究代表者と分担者が研究テーマに対する基本的な方針を確認した後、まず個々

の研究者が研究を進め、その進展に応じて結果を持ち寄って討論をする、という形で研究を進め
た。2016 年から 2019 年までの毎年、国際研究集会 East Asian Conference in Harmonic Analysis 
and Applications を開催し、また、ほぼ 2ヶ月に 1回ほどのペースで調和解析セミナーを開催
して、本研究課題に対する研究成果を発表するとともに、本研究課題と密接に関係する調和解析
と実関数論の研究に関して多くの研究者と研究討論と研究情報交換を行った。 
 
４．研究成果 
(1) 双線形と多重線形の擬微分作用素の研究において以下の成果があった。 
これまでに双線形の擬微分作用素については、直積型ソボレフ・ノルムを用いてシンボルの微

分可能性を計る設定で臨界の微分可能性条件が知られていたが、今回の研究でグラファコス、グ
エンらの協力を得て、その結果を多重線形の擬微分作用素の場合にまで拡張した。 
双線形の擬微分作用素でエキゾチック・クラスと呼ばれるクラスの作用素に対して、臨界の指

数の下でのルベーグ空間、ハーディ空間、BMO 空間での評価を確立した。これはエキゾチック・
クラスのうちの特殊のクラスである S00 クラスについて以前に我々が得ていた結果をエキゾチ
ック・クラスに拡張したものである。この拡張に用いた議論は、以前に S00 クラスに対して用い
た議論とは全く異なる手法によるもので、それ自身興味深いものである。 
双線形と多重線形の擬微分作用素の S00 クラスはこれまで、関数の周波数変数の長さから決

まる単純なべきの形の重みの関数から決まるシンボルのクラスに対してしか扱われていなかっ
たが、一般の正値関数を重みの関数とするシンボルのクラスを導入して、新しい評価を示した。
新しい評価は関数の局所 2乗積分から定まるアマルガム・ノルムを用いるものである。一般の正
値関数を重みに用いたシンボルのクラスは、S00 クラスに近似した或るシンボルのクラスを扱っ
たグラファコスらによる最近の研究からヒントを得たものであるが、彼らの結果を本質的に一
般化しかつ改良するものである。一般の重みに関するクラスとアマルガム空間の利用は、この分
野で新しいもので、将来さらなる研究の発展が期待できる。 
双線形と多重線形の擬微分作用素に関するこれらの研究は、主に宮地、冨田が中心となり、グ

ラファコス、グエン、加藤睦也、藤田真依らの研究協力を得て行った。 
 
(2) 非負関数に関わる不等式の研究において以下の成果があった。 
線形の分数階積分作用素については関数の L1 空間は不等式が変則的なふるまいをすることが

よく知られているが、多重線形の分数階積分作用素に対してはいくつかの関数の L1 ノルムを用
いても形式上期待される不等式が成り立つことを示した。これは多重線形の場合に線形とは異
なる状況の生じる新たな事実の発見である。 
双線形および多重線形の分数階積分作用素に対する重み付きルベーグ・ノルムを用いた不等

式について、重みを変数の長さのべきにした場合と関数を回転不変なものに制限した場合につ
いて、精密な評価を得た。 
直方体を用いて定義される強最大関数とラディアル最大関数とについて、或るフェファーマ

ン・スタイン型の不等式を示した。この証明は初めは２進立方体の特殊の入れ子構造を利用する
ものであったが、薮田公三が最近発見した２進直方体のカールソン型埋蔵定理を利用すること
ができることに気づき、新たな証明を与えた。薮田の定理を用いる方法は 2進立方体を用いて定
義される非負作用素の重み付き不等式にも適用できることがわかり、薮田らの研究協力を得て
研究をまとめた。この方法は、２進立方体と異なって入れ子構造を持たない２進直方体を扱う新
たな方法として興味深いものであり、今後、様々な応用が期待できる。 
双線形および多重線形の分数階積分作用素に関する研究は主に古谷が中心となって行い、最

大関数に関する研究は田中が中心となり、佐藤圓治、薮田公三、カオ、シュエらの研究協力を得
て行った。 
 



(3) 関数空間と偏微分方程式の研究において以下の成果があった。 
ユークリッド空間の領域上の BMO 空間の或る特徴付けを示し、それを応用して領域上の熱方

程式と Stokes 方程式の解の評価を与えた。重み付きハーディ空間を利用してナビエ・ストーク
ス方程式の解析を行った。これらの研究は、筒井が中心となり、儀我、岡部らの研究協力を得て
行った。 
モーレー空間とそれに関連した関数空間の性質の研究を進めた。モーレー空間は、関数の分布

関数だけからは定まらないノルム（再配列不変でないノルム）で定義される点で、最近特に調和
解析で興味を持たれている関数空間である。モーレー空間の複素補間空間の特徴付け、弱モーレ
ー空間の性質、オルリッチ・ノルムを用いたモーレー空間の一般化などについて、いくつかの結
果を得た。この研究は主に澤野と田中が中心となり、中井英一らと研究協力して行った。モーレ
ー空間については、将来さらに研究が活発になると思われる 
短時間フーリエ変換を用いて分散型方程式の解を表示する研究を行い、シュレーディンガー

方程式やエアリ方程式の解に対してモジュレーション空間でのストリッカーツ評価を示すなど
の結果を与えた。この研究は主に小林が中心となり、加藤圭一らと研究協力して行った。これは
時間周波数解析の偏微分方程式へのひとつの応用を示したものと言える。 
 
(4) 上記の他、調和解析に関して以下の成果があった。 
波動作用素を用いて定義される或る振動積分に対してスパース評価を示した。扱った振動積

分は、高次元のボホナー・リース作用素や掛谷作用素など、調和解析の重要な未解決問題に関係
のあるものである。スパース評価は、精密な重み付き不等式を見通しよく導くことのできるもの
で、最近の調和解析で注目されている評価式である。この研究は主に筒井が中心となって行った。 
モジュレーション空間に作用する作用関数の特徴付けに関して新たな結果を得た。作用関数

の研究は、絶対収束するフーリエ級数を持つ関数の空間の研究などにおいて登場したもので、調
和解析で古い歴史を持つだけでなく、関数に作用する非線形の作用素の研究として関数空間の
性質やその応用においても興味を持たれる研究対象である。この研究は主に小林、冨田が中心と
なり、佐藤圓治、杉本充、加藤睦也らの研究協力を得て行った。この研究は未解決の部分を残し
ており、最終的な結果を得るにはさらに工夫が必要である。 
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