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研究成果の概要（和文）：流体力学極限に対する大偏差原理を用いて、非平衡定常状態について研究を行った。
具体的には、粒子の生成と消滅を伴う排他過程の定常状態に対して大偏差原理を示すことにより、粒子系の定常
状態を解析することを目的にした。結果として、粒子数密度のスケール極限に対応する大偏差原理を示した。ま
たこれを用いて定常状態に対して大偏差原理を示すことに成功した。大偏差原理による帰結として、定常状態に
対する大数の法則も得ることが出来た。

研究成果の概要（英文）：Based on techniques of the large deviation principle for hydrodynamic limit,
 I studied stationary non-equilibrium states. The purpose of this study is  to analyze stationary 
states for particle systems by showing  the large deviation principle for the stationary state of 
exclusion processes with creation and annihilation of particles. Consequently, I proved the large 
deviation principle for the scaling limit related to density of particles. Using this result, I also
 proved the large deviation principle for the stationary state. As a consequence of the static large
 deviation principle, I also obtained the law of large numbers for the stationary state.

研究分野： 確率論

キーワード： 確率論　流体力学極限　大偏差原理　スケール極限　粒子系　大規模相互作用系
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１．研究開始当初の背景	

	 偏微分方程式により記述される巨視的な

系を粒子系等の微視的な系から研究するこ

とは、数理科学の分野において、歴史的に

古典的な問題でありかつ現在においても重

要な問題として様々な分野において考えら

れているが、その数学的解析は容易ではな

い。例えばハミルトン力学に従う粒子系か

ら出発して、熱方程式等の偏微分方程式を

数学的に導出することは一般には非常に難

しい問題である。そこで確率的に運動する

相互作用を伴った粒子系から出発し、時空

間に関するスケール極限を考えることによ

り、偏微分方程式を導出するという手法が

これまで数多く研究されて来た。そのよう

な手法及びスケール極限は標語的に流体力

学極限と呼ばれる。流体力学極限は１９８

０年代を中心に様々な数学者及び物理学者

により研究されたが、現在においても多く

の研究者の興味の対象となっている。実際、

流体力学極限の理論の発展により、現在で

は物理学のみならず生物学や社会数理学等

で現れる様々な微視的模型に対してその手

法は有用である。	

	 流体力学極限による手法は巨視的な方程

式を導出するのみでなく、微視的な系と巨

視的な系を繋ぐスケール極限としてそれら

の関係を詳細に記述することが出来るとい

う特徴も持つ。実際、流体力学極限は確率

論の枠組みの中で大数の法則として定式化

されることにより、関連する大偏差原理を

考えることが可能である。考えられる微視

的な系は排他過程や界面模型等様々な微視

的模型が考えられる。国内外問わず界面模

型等の連続系についての研究は様々なもの

がある。しかしながら、現在の所連続系に

対しては流体力学極限の問題を解決するこ

とすら容易ではなく、対応する大偏差原理

を考えることは難しい。一方排他過程と呼

ばれる粒子系に対しては、大数の法則の精

密化と考えられる大偏差原理がこれまでよ

く研究されてきた。これにより大偏差原理

を用いて、非平衡定常状態について数学的

に厳密な解析を進めることが可能である。

ここで非平衡定常状態とは、端点で異なる

温度を持った(1 次元的な)棒が、時間無限

大で到達する状態が一つの例である。	

	 非平衡定常状態の流体力学極限による解

析は、Bertini	et	al.によりこれまで活発

に研究されているが、数学的に厳密な解析

は限られた模型でしか成果を見せていない。

先の例に対応する粒子系として、1次元区

間上の境界で粒子が流入・流出する排他過

程を考えることが出来る。しかしながら巨

視的な偏微分方程式としてはディリクレ境

界条件付きの熱方程式に対応しているため、

巨視的な偏微分方程式としては非常に限定

的である。実際、粒子の拡散のみでは多く

の実現象を記述することが出来ない。線形

な熱方程式に非線形性を与える反応項を加

えるためには、粒子の生成と消滅を伴う排

他過程を考えればよいことが De	Masi	et	al.

の研究により知られている。この粒子系に

対する巨視的な偏微分方程式として、反応

拡散方程式と呼ばれる非線形偏微分方程式

が極限の方程式として得られる。反応拡散

方程式は主にパターン形成に関する実現象

の模型として、様々な分野において考えら

れている重要な偏微分方程式である。	

	 粒子の生成と消滅を伴う排他過程は数学

的にはマルコフ過程により定義される。こ

のマルコフ過程は時間発展に関して不変な

分布を持つことが知られており、その分布

は定常状態と呼ばれる。この定常状態が粒

子の生成と消滅を伴う排他過程おける非平

衡定常状態である。Bertini	et	al.の理論

により、粒子の生成と消滅を伴う排他過程

の非平衡定常状態についても幾らか解析を

行うことが可能であったが、これまで数学

的に厳密な結果ではなかった。	

	

２．研究の目的	

	 本研究の目的は、粒子の生成と消滅を伴

う排他過程の定常状態を解析することであ

る。より具体的に述べると、考えている粒

子系において巨視的空間と微視的空間のス

ケール比を無限大にするときの漸近挙動を

決定することである。この極限はスケール

極限とよばれ、特に大偏差原理とよばれる

極限定理を示すことが本研究の目的である。

同種の模型における大偏差原理として、1

次元区間上の境界で流入・流出する排他過

程に対しては Bertini	et	al.や

Bodineau-Giacomin などによる先行研究あ

り、定常状態が大偏差原理をみたすことが

知られている。先行研究で用いられた手法

は非常に広範な模型について成立すると考

えられているので、粒子の生成と消滅を伴

う排他過程の定常状態に対しても成立する

と考えれるが、技術的に難しい点が幾つも

生ずるためその解析は容易ではない。	

	 先行研究の方針を一言で述べると、確率

論でよく知られている理論である

Friedlin-Wentzell 理論をある種の無限次

元空間において再構成することである。そ

れにより粒子系の定常状態は大偏差原理を

みたすことが予想される。そのための最初

のステップとして、動的な大偏差原理を示

す必要がある。ここでいう動的な大偏差原

理とは、先に述べた流体力学極限に対する

大偏差原理のことである。

Friedlin-Wentzell 理論では有限次元の拡



散過程に 0ノイズ極限を取ることが考えら

れているが、そこでいうFriedlin-Wentzell

型の大偏差原理が、本研究における流体力

学極限に対する大偏差原理である。この動

的な大偏差原理に関する重要なこととして、

レート関数の下半連続性および劣レベル集

合のコンパクト性が、定常状態に対して大

偏差原理を示す際に重要な役割を果たすこ

とが Bodineau-Giacomin による先行研究に

おいて指摘されている。よってそれらを本

研究の中で示さなければいけない。	

動的な大偏差原理を示した後、定常状態に

対して大偏差原理を示すためには、

Friedlin-Wentzell 理論で導入された準ポ

テンシャルについて解析を行う必要がある。

境界で粒子が流入・流出する排他過程に対

しては、流体力学方程式の定常解が一意的

になるため、準ポテンシャルの解析は幾分

単純化される。しかしながら粒子の生成と

消滅を伴う排他過程の流体力学方程式は反

応拡散方程式となり、一般にその定常解は

一意的でない。この点は系の解析を非常に

複雑にする点であり、準ポテンシャルを解

析する際に技術的に困難になる。定常状態

に対して大偏差原理を示せば、レート関数

の零点を解析することにより、定常状態に

対して大数の法則の一般化である測度の集

中現象が示される。この測度の集中現象は、

この模型においてある種の相転移現象を示

すことが Bodineau-Lagouge により予想さ

れていたので、その予想を数学的に示す結

果を得ることが出来ると考えられる。	

	

３．研究の方法	

	 初めに動的な大偏差原理についての研究

方法を述べる。粒子の生成と消滅を伴う排

他過程は動的な大偏差原理をみたすことが

Jona	Lasinio	et	al.により示されていたが、

本研究の目的である定常状態に対して大偏

差原理を示すためには不十分な結果であっ

た。Jona	Lasinioet	al.はランダムな初期

配置を考えていたが、後の利用のためには、

決定的な粒子配置から出発する粒子系に対

して大偏差原理を示す必要がある。決定的

な初期配置の場合に対しても大偏差原理を

示すためには、大偏差原理の下限評価にお

いて一般の密度の道を滑らかな密度の道に

より近似することが必要である。このこと

を示すために時間依存の軟化子を導入し、

対応する偏微分方程式や動的な大偏差原理

に対するレート関数の解析を行った。また

先行研究においては動的な大偏差原理のレ

ート関数が下半連続であり劣レベル集合が

コンパクトであることが示されていなかっ

たので、これについても取り組んだ。それ

らの性質を示すためにエネルギー評価に着

目し、関数解析の種々の手法を用いて解析

を行った。特に、時空に対する正則化の手

順がこの解析においては重要な役割を果た

し、畳み込み積の取り方を巧妙に工夫する

必要がある。	

	 次に定常状態に対する大偏差原理につい

ての研究方法を述べる。先に述べたように

証明の大まかな方針は、Friedlin-Wentzell

理論をある種の無限次元空間において再構

成することである。本研究において系の解

析を複雑にする要因として、流体力学方程

式の定常解が一意的でないことと、状態空

間が無限次元空間であることが挙げられる。

流体力学方程式の定常解が一意的でないこ

とは準ポテンシャルの構造を複雑にし、ま

た状態空間が無限次元であることはその準

ポテンシャルの解析を困難にさせる。その

要因として、状態空間は測度の集合になる

が、その位相が弱位相により与えられてい

る点にある。この弱位相は動的な大偏差原

理を考える際に自然な位相であるため導入

されるが、準ポテンシャルの解析において

は幾つもの困難を生じさせるものである。

それらの解決方法を次で説明する。	

	 初めに流体力学方程式である反応拡散方

程式の定常解は一意的でないが、ある条件

の下で本質的に有限個しかないことに注意

する。研究の主目的とは外れているものの、

この点についても本研究で解析を行いポテ

ンシャルに対する十分条件を与えた。それ

により定常解が平行移動による同一視の下

で有限個しかないので、定常状態は少なく

ともそれらに集中することが予想される。

このことを詳しく見るために、反応拡散方

程式の定常解(以下単に定常解)の近傍一つ

を状態空間とするマルコフ過程を導入した。

これは準安定性と呼ばれる問題で考えられ

る跡過程とよばれるものに類似するもので

ある。この定常解の一つの近傍から別の近

傍に移動するマルコフ過程の定常状態に対

して、非常に精密な漸近評価を与えた。こ

の漸近評価を示すためには、準ポテンシャ

ルの解析が重要な役割を果たす。準ポテン

シャルの解析において困難となる点は、そ

の正則性にある。準ポテンシャルは測度の

集合上に定義された汎関数であるが、弱位

相に関して連続ではない。そのためその正

則性を考えることは重要である。この正則

性の問題を解決するために、エネルギー不

等式や関数解析学や偏微分方程式論におけ

る様々な手法を援用した。また

Friedlin-Wentzell 理論で展開されている

一般論を駆使して、先の漸近評価を与えた。	

	 ここまで定常解の近傍を動くマルコフ過

程について解析を行ったが、定常状態に対

して大偏差原理を示すためには十分ではな



い。大偏差原理を示すために残り解析すべ

きことは、定常解の近傍に直ちに到着する

こと、また定常解の近傍から一般の密度に

適切なコストを掛ければ到達できることを

示す必要がある。前者の問題を解決するた

めに、反応拡散方程式の解の時間無限大で

の挙動を考える必要がある。これについて

は偏微分方程式論で知られている

Chen-Matano の結果を先の目的のために必

要な形で整え、それを用いた。後者の問題

を解決するためには再び準ポテンシャルの

正則性が重要な役割を果たす。適切なコス

トを求めるために、定常解の近傍以外に長

時間滞在するためには正のコストが必要に

なるという、先見的に明らかな性質も必要

になる。この性質を示すために本質的なの

が、動的な大偏差原理のレート関数の下半

連続性と劣レベル集合のコンパクト性であ

る。それらの性質は証明を通して何度も用

いられるが、特にこの性質の証明において

重要な役割を果たしている。	

	

４．研究成果	

	 本研究における研究成果として、初めに

粒子の生成と消滅を伴う排他過程に対して

動的な大偏差原理を得ることができた。こ

の結果は Instituto	Nacional	de	

Matemática	Pura	e	Aplicada の Claudio	

Landim 氏との共同研究であり、本研究の実

施期間内に学術誌に掲載された。またこの

動的な大偏差原理を用いて、定常状態に対

して大偏差原理を示すことに成功した。ま

たそのレート関数の零点を解析することに

より、定常状態に対して測度の集中現象を

示すことに成功した。この結果は先述の

Claudio	Landim 氏と Pontifical	Catholic	

University	of	Peru の Jonathan	Farfan 氏

との共同研究であり現在学術誌に投稿中で

ある。また本研究及び関連する研究のサー

ベイをまとめ、論文として投稿した。これ

についても本研究の実施期間内に学術誌に

掲載された。	
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