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研究成果の概要（和文）：Mをユークリッド空間のコンパクト部分多様体とする。zを複素数とし、M×M上距離の
z乗の積分をzの関数と考えると、解析接続により1位の極のみを持つ有理型関数が得られる。これをMの
Brylinskiベータ関数とよぶ。この関数とその留数の性質、およびそれらからMの幾何がどの程度わかるか、とい
うことが研究の主目的であった。ソラネス氏との共同研究で、Mが奇数次元閉部分多様体であるか、偶数次元の
コンパクトボディ（全空間と同じ次元の多様体）の場合は、zが多様体の次元mの-2倍のときBrylinskiベータ関
数の値（これはMのRiesz (-2m)-エネルギーである）はメビウス変換で不変であることを示した。

研究成果の概要（英文）：Let M be an m-dimensional compact submanifold of an n-dimensional Euclidean 
space. Let B(z) be the integral of the distance between a pair of points x and y in M to the power z
 over the product space M times M. Consider B(z) as a function of a complex variable z. By a 
meromorphic regularization, i.e. the regularization via analytic continuation we obtain a 
meromorphic function with simple poles, called Brylinski beta function of M. If M is an odd 
dimensional closed submanifold or an even dimensional compact body (closure of an open set of the 
Euclidean space) then the value of B(z) with z being equal to -2m is invariant under Mobius 
transformations. This result was obtained in the joint work with Gil Solanes. 
We obtain regularized self-inductance of a current in a single loop by applying our method to 
Neumann formula and Weber formula for mutual inductances. We also studied Mobius invariant metrics 
on the space of knots. 

研究分野：幾何
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
多様体のRieszエネルギーは研究代表者が与えた結び目のエネルギーの自然な拡張である。解析接続を用いるこ
とにより、多様体に対して、エネルギーと多様体のBrylinskiベータ関数の留数という2系統の量が得られた。留
数の例としては、曲面のWillmoreエネルギーがある。エネルギーという大域的な量と、留数という局所的な量を
積分して得られる量という、共に幾何学的に重要な量を導入し、その重要性の一部（メビウス群に関する対称
性、球体の同定など）を示すことができたことが、本研究の一番大きな学術的意義である。
また、研究手法自体も、電磁気学のインダクタンスを単一回路で考えたものの発散を除くことに応用できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
本研究の出発点は、約 25 年前に導入した結び目のエネルギーである(J. O'Hara, Topology 30 
(1991))。これは、結び目全体の空間上にエネルギーを定義し、各結び目型の中でエネルギーを最
小とするものとしてその結び目型の「最適な形」を定めることができるか、という問題（福原、
作間）に端を発している。この問題意識のため、結び目のエネルギーは、幾何学的な複雑さを測
る（従って結び目不変量ではない）量で、（曲率のように局所的に決まるものの積分ではない）
大域的であり、結び目が自己交叉しようとすると無限大に発散する。結び目 Kとし、K×K上距
離の(-2)乗の積分（発散する）から後述の方法で有限の値を取り出すことにより得られる。 
その後、結び目・曲面に対する新しいエネルギーなど、様々な拡張がなされた。 

 
２．研究の目的 
M をユークリッド空間のコンパクト部分多様体（特に結び目、曲面といった閉部分多様体、ま
たは全空間と同じ次元で境界を持つもの）とし、M×M 上二点間の距離の z 乗を積分したもの
を考える。この積分が発散する場合には、超関数論の研究でやられるように Hadamard の有限
部分をとる。この結果得られるものを、M の Riesz z-エネルギーという。一方、zを複素変数と
して、積分を zの関数と考え、解析接続を用いると 1位の極のみを持つ有理型関数が得られる。
これをM の Brylinski ベータ関数と呼ぶ。以上から、多様体Mに対して、Rieszエネルギーと、
Brylinski ベータ関数の留数という二種類の量が得られる。この二種類の量を幾何学的観点から
研究することが当研究の主目的である。前者は大域的でトポロジー的に興味深い量になり、後者
は積分幾何学的に基本的重要性を持つ量になる。更に合同変換を除いてエネルギーがMをどの
程度定めるか、という問題も考える。一方、点 xからの距離の z乗のM 上の積分の有限部分を
取ることにより、その点の Rieszポテンシャルの族が得られる。これの最大点（重心の一般化と
なる）の挙動（特に唯一性）を、PDEの解の幾何学的研究の手法を用いて研究する。 
 
３．研究の方法 
数学的なこと：ソラネス氏との共同研究では、余面積公式、発散積分の Hadamard 正則化と解析
接続を用いた正則化が同じものを与えるという、超関数論の成果、微分幾何・積分幾何の様々な
成果を用いる。自己インダクタンスの正則化では、動標構を用いて定義される微分形式の性質が
本質的に用いられる。結び目のメビウス不変な計量では、メビウス幾何学の成果と結び目のエネ
ルギーで研究されてきた例を用いる。 
数学以外：ソラネス氏との共同研究は、今井が 2017 年および 2019 年にそれぞれポーランド・ベ
ンドレボおよびドイツ・イエーナでの国際研究集会に参加したときに議論し、その後メールでの
やり取りで進めた。また、期間中に論文投稿は間に合わなかったが、福岡大学の坂田繁洋氏とも
ポテンシャルに絡んで冪凸性について共同研究をしており、これも議論のために旅費を使用し
た。 
 
４．研究成果 
ソラネス氏との共同研究で、Mが奇数次元閉部分多様体であるか、偶数次元のコンパクトボディ
（全空間と同じ次元の多様体）の場合は、zが多様体の次元（mとする）の(-2)倍のとき Brylinski
ベータ関数の値（これは Mの Riesz (-2m)-エネルギーである）はメビウス変換で不変であるこ
とを示した。 
電磁気学の相互インダクタンスを与える Neumann の公式と Weber の公式を単一曲線回路に適
用すると積分が発散するが、この研究の手法を用いて正則化すると、自己インダクタンスを数学
的に定式化できる。 
また、結び目のメビウス不変なエネルギーの定義にでてくる被積分関数を用いて、結び目の空間
上にメビウス変換で不変な計量を定義した。これは、メビウス不変な汎関数の勾配の研究に役に
立つ。 
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