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研究成果の概要（和文）：非可換ケーラー多様体における変形量子化が局所的なFock表現と対応することを明ら
かにし，その構成法と翻訳のための辞書の構成に成功した．また，最も簡単な非可換ケーラー多様体である非可
換ユークリッド空間（２次元，４次元，６次元）において，場の量子論の最も簡単な模型である，スカラー場の
理論（Grosse Wulkenhaar 模型）をシュインガーダイソン方程式系として構築し，その強非可換極限で全てのn
点関数を厳密に解くことに成功した．さらに，４次元非可換ユークリッド空間上のゲージ理論に現れるインスタ
ントン解が，エルミート多様体上のリッチ平坦な計量に対応することを示した．

研究成果の概要（英文）：We have shown that deformation quantization on noncommutative Kahler 
manifolds corresponds to local Fock representations, and have succeeded in constructing a concrete 
construction method for the Fock representations and the dictionary for translation between the 
deformation quantizations and Fock representations. In the simplest noncommutative Kahler manifold, 
the noncommutative Euclidean space (dimensions 2, 4, and 6), the simplest model of field theory, the
 scalar field theory (Grosse Wulkenhaar model), is constructed as a system of Schinger-Dyson 
equations, and all n-point functions are exactly solved in the strong noncommutative limit. We also 
showed that instanton solutions appearing in gauge theories on the four-dimensional noncommutative 
Euclidean space correspond to Ricci flat measures on Hermitian manifolds.

研究分野：微分幾何

キーワード： 非可換幾何　ケーラー多様体　場の量子論　ゲージ理論　行列模型
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研究成果の学術的意義や社会的意義
非可換ケーラー多様体上の場の量子論の研究が進展した．場の量子論は，現時点で全ての物理理論を記述する方
法であり，その解明は人類全体の発展において最重要な問題である．場の量子論は発散の困難のため数学的に厳
密に定義できない場合がほとんどであり，さらに場の量子論の目的であるn点関数は摂動計算で近似解が求めら
れることが通常であり，厳密解が得られることはまれである．非可換空間上の場の理論をもとに行列模型を構築
する事で，n点関数の方程式の組として場の量子論を構築する例を作り，ある極限では厳密にその方程式を解く
ことに成功した．他にも非可換ケーラー多様体の構成法やゲージ理論と計量の関係の解明に進展があった．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
 

非可換幾何学には，変形量子化を用いる方法がある．C ∞級関数の形式冪級数の代数に定

義される積をスター積と呼ばれる積に変形することで結合的ではあるが非可換にする方法

である．変形量子化の利点は，微分幾何学的な手法を残したまま非可換幾何を構築できる

点であるが，弱点として一般に対象が形式冪級数であることと，スター積の存在が保証さ

れていても具体的表式が得られる計算可能な例が多くなかったことである． 

しかし，Karabegovによって導入された変形量子化で非可換ケーラー多様体を構成する

方法が発見された【Karabegov,Commun.Math.Phys.180(1996)745】．その方法と多様体

の対称性を用い，CP 
Nおよび CH 

Nについて完全に具体的なスター積を求めることに成功

した【Sako,Suzuki,Umetsu,J.Math.Phys.53(2012) 073502】． 

 また，微分幾何や位相幾何で重要な役割を果たすゲージ理論を，非可換幾何学へと拡張

する試みにおいても変形量子化を用いて行われている．多くの物理学者によっても非可換

空間上のゲージ理論が研究されており，一つの金字塔として，ADHM構成法（Atiyah等

による ADHMデータと呼ばれるある代数的データからインスタントンを構成する方法）

の非可換 R 
4へ拡張がある【Nekrasov,Schwarz,Commun.Math.Phys.198(1998)689】．そ

の構成法を用いたインスタントンの厳密解がいくつか作られ，定性的な解析も進んでい

た．例えば，局所的な曲率の積分であるインスタントン数と ADHM構成法で現れるベク

トル空間の次元の一致が示された【Sako,JHEP04(2003)023.】

【Ishikawa,Kuroki,Sako,JHEP08(2002) 028.】．また変形量子化の立場で，可換な空間に

おけるインスタントン解から非可換変形した解を構成する方法が発見され，その結果とし

て非可換 R 
4上で曲率の積分で定義されるインスタントン数が変形されないことも示され

た【Maeda,Sako,J.Geom.Phys.58(2008)1784】．このインスタントンを伴う Dirac作用素

に対する指数定理とグリーン関数も構成され，これらを用いてNが 2以上の U(N)ゲージ

理論に対して ADHMデータと非可換インスタントンとの 1対 1対応も証明された

【Maeda,Sako,J.Math.Phys.53(2012) 022303 】．ボーテックス解に関しても同様な結果

が得られている【Maeda, Sako, J.Geom.Phys.58(2008)967】．このように，非可換 R 
nで

はゲージ理論の解析で大きな成果を挙げていた． 

R 
nでの成功をうけ，次に目指すところはより一般の非可換多様体でのゲージ理論である．

上述の通り Karabegovの方法によってケーラー多様体の変形量子化の例が多く構成され始

め，まさに変形量子化による非可換ケーラー多様体上のゲージ理論を構築し解析すること

がふさわしい時期であった．実際，非可換な等質ケーラー多様体におけるゲージ理論が構築

され【Maeda,Sako,Suzuki,Umetsu,J.Math.Phys.55(2014)092301】，特に CP 
Nに限っては

新しいソリトン方程式やその非自明解が見つかるなど具体的な成果があがり始めていた． 

 
 
２．研究の目的 
 

本応募研究の延長線上にある最終目標には，非可換変形された多様体(非可換多様体)のゲー

ジ理論を用いた微分幾何学の確立である．この目標の前段階として，近年研究が進んでいる

ケーラー多様体の非可換変形に着目し，本研究の目的を「変形量子化で構成される非可換ケ



ーラー多様体上のゲージ理論の解明」とした．内容別に以下の 5段階に目標を設定する．①

ケーラー多様体の Fock表現の構成，②ゲージ理論を中心とした場の理論の構成とソリトン

解の解明，③位相的場の理論の分配関数としての位相不変量の構成，④局所的なゲージ対称

性の破れを相殺する境界補正項の解明，⑤トポロジカル絶縁体との関係の解明．①が研究の

核となり，微分幾何的テーマの②,微分位相幾何的テーマの③,物理的応用を見据えた④⑤へ

と発展する． 
 
３．研究の方法 

 

変形量子化の方法で得られた非可換ケーラー多様体上で「①Fock 表現を構築 ②ゲージ理

論の構築とソリトンの解明 ③位相的場の理論 ④ゲージ対称性の破れの補正 ⑤トポロジ

カル絶縁体へ応用」を行うという目的実行の方法について記述する．①については釧路高専

の梅津裕志氏との共同研究ですすめた．その結果，変形量子化の利点を生かした通常の微分

幾何学的解析が可能になり他の研究への応用がひらけた．②これにかんしては，異なるタイ

プの場の量子論の研究に移行した．Grosse 氏との共同研究を始めたが，当初議論したゲー

ジ理論のソリトン解については，あまり進展がなく，非可換空間上のスカラー場の場の量子

論に関する分野での研究に移行した． ③に関しても②の流れを受け継ぎ，位相的ではない

場の量子論の行列模型での定式化についての研究を深め，大きな進展があった．④に関して

は，比較的早い時期に理解が深まったのであるが，結果として先行研究に帰着するものが多

く新しい結果には結びつかなかった．⑤は研究分担者である長谷部氏との共同研究をすす

めた． 

 
 
４．研究成果 
 

ケーラー多様体の変形量子化を用いた非可換ケーラー多様体の構成の観点から述べる。 

カラベコフの変形量子化を基に FOCK 表現を構成して一般のケーラー多様体に対する局

所的な構成法を包括的に提案した論文（Fock Representations and Deformation 

Quantization of Kähler  Manifolds）を Journal of Mathematical Physics 誌 Advances in 

Applied Clifford Algebras誌等に発表した。1-3 これらは，ケーラー多様体の変形量子化と

Fock表現による非可換ケーラー多様体の間の辞書を与えた． 

カラベコフの方法でケーラー多様体の変形量子化を具体的に構成することを近年研究し

てきたが、特に局所対称なケーラー多様体についての研究成果があがり、Noncommutative 

Deformations of Locally Symmetric Kähler  manifolds のタイトルで JOURNAL OF 

GEOMETRY AND PHYSICS誌に論文が掲載された。4-5  微分方程式から代数的な漸化式

に落とし込むことで具体的にスター積を構成する方法を与えた。その中で特にリーマン面

に対するスター積の構成に着目して、プロシーディング論文にしたものを Quantization of 

Locally Symmetric Kähler manifoldsというタイトルで発表した。 

 非可換ケーラー多様体上でのゲージ理論の構成法を包括的にまとめたものを A recipe to 

construct a gauge theory on a noncommutative Kähler manifold というタイトルで 

Noncommutative Geometry and Physics 4 に発表した．6 

 

次に、非可換空間上の場の量子論に関して述べる。スカラー場の量子論としてΦ＾３模型



の量子論を考え、場の量子論を Fock表現を用いて行列模型としシュインガ―ダイソン方程

式系として定義する．ある種の強非可換極限で連続的な空間の場の理論を定義する。この場

の理論を完全に解いた（すなわち任意の n点関数を求めた）。ユークリッド空間上の厳密な

場の理論の構成が成功し、さらにそれを完全に解くことに成功した。 また通常は難しいミ

ンコフスキー空間の場の量子論の定式化も４，６次元では与えている可能性がある。2次元

の場合について論じたものが、Exact solution of matricial Phi^3_2 quantum field theory

というタイトルで、4次元、6次元の場合をThe Phi^3_4 and Phi^3_6 matricial QFT models 

have reflection positive two-point function というタイトルでいずれも NUCLEAR 

PHYSICS B誌で発表した。7-8 

非可換空間上のゲージ理論のソリトン解であるインスタントンとケーラー多様体の関係

についての研究が"Hermitian-Einstein metrics from noncommutative U(1) instantons"と

いうタイトルで Journal of Mathematical Physics誌に論文が掲載された。9 非可換ケーラ

ー多様体の最も簡単な例である非可換実 4 次元ベクトル空間上で定義されたゲージ理論に

着目し、特に U(1)ゲージ理論とエルミート多様体のリッチ平坦な計量の関係を考察した。

実 4 次元ベクトル空間は複素 2 次元ベクトル空間と同型であり複素構造が入ることは自明

であるが、その複素構造から導出されるケーラー形式が閉になるためケーラー構造・ポアソ

ン構造を持つ。またゲージ理論とは残り３つの力を記述する理論であり、素粒子実験などで

も用いられているほかトポロジーや可積分系との意外な関係もある。その中でも我々が扱

ったU(1)ゲージ理論は電磁気学とほぼ同じものであり身近な対象と言える。Yangらによっ

て、非可換 U(1)ゲージ理論のインスタントンと、江口‐ハンソン計量やケーラー計量の関

係についての議論はすでにあり、それは Seiberg-Witten変換と呼ばれる可換な空間上のゲ

ージ理論と非可換空間上のゲージ理論の対応関係に新しい解釈を与えるものであった。た

だ、それらの関係は明確に断片的な例示と、物理的な直観のもとでの議論であったため、数

学的に厳密に何が言えるのか不明であった。そこで、筆者らは Yang による非可換 U(1)ゲ

ージ接続と計量の対応を用いると、非可換 U(1)インスタントンがエルミート多様体のリッ

チ平坦な計量を構成できることを示した。また、その具体例を実際に多数構成した。 

プロジェクトの最終年度には量子化（非可換幾何）の一般化として圏論的な方法を用いた

ものを提案した．10-11 固定されたポアソン代数に対して量子化の圏を，古典極限の構造を

備えた R-加群の圏の部分圏として，定義した． 次に，その一般化された量子化の圏とし

て，行列正則化，厳密な意味での変形量子化，前量子化，ポアソン包絡代数を含むものをそ

れぞれ構成した．さらに，ある条件のもとでは，厳密な意味での変形量子化を含む量子化圏，

前量子化を含む量子化圏，行列正則化を含む量子化圏が圏同値になることを示した．一方で，

ポアソン包絡代数を含む量子化圏は，それらの量子化圏とは圏同値ではないことも示され

た．この研究内容は Journal of Mathematical Physics等に掲載されている． 

 

研究期間を通しての結果をまとめると 

●一般の非可換ケーラー多様体で，局所的に Fock表現を構成し，変形量子化に翻訳する辞

書を作成した．実際に様々な具体例で Fock表現を与えた．その貼り合わせについてあきら

かにした．●局所対称なケーラー多様体に対して，漸化式で変形量子化を構成する方法を与

えた．特に複素射影空間，任意の 2次元曲面のスター積を具体的に与えた．●２，４，６次

元非可換ユークリッド上Φ^3 場の量子論に対応する行列模型を強非可換極限で完全に解く

ことに成功した．すなわち任意のｎ点関数を具体的に書き下した．●サイバーグ・ウィッテ



ン対応の新解釈としてのゲージ重力対応の数学的な定式化として非可換ユークリッド空間

上の U(1)ゲージ理論のインスタントン解がエルミート多様体のアインシュタイン計量に変

換できることを示した．また，具体例を作る公式を与えた．●非可換幾何の構築方法を統一

的に記述する方法を提案した． 

ということになる． 
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