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研究成果の概要（和文）：本研究の目的は結び目図式を局所的に変化させる局所変形を用いて，結び目全体の構
造の解明や個々の結び目の位相的性質を把握することである。本研究では、単純リボン融合という変形とプレッ
ツェル結び目と呼ばれる結び目の研究に注力し、成果を得た。結び目の位相型に対して定まる値を不変量という
が、計算することは簡単ではない。さらに、変形の前後での変化量はさらに求めることが困難である。そのよう
な中で本研究では、アレキサンダー多項式という不変量に対し、単純リボン融合による変化量と、可約性という
性質を持つプレッツェル結び目の値を求めることに成功した。さらにこれらを用いて様々な結果を得ることで結
び目理論を進展させた。

研究成果の概要（英文）：The purpose of this research is to know the structure of the set of whole 
knots in the 3-space and the topological property of each knot by using local moves. In the term of 
research (2016-2023), we worked on simple-ribbon fusions and pretzel knots and obtained several 
results. In general, it is hard to calculate the value of knot invariants and difference between the
 before and after knots when we apply local moves. However, we calculated the difference of 
Alexander polynomials for the case of simple-ribbon fusions, and the values of Alexander polynomial 
of pretzel knots whose parameter sequences are erasable. Moreover, using the results, we determined 
simple-ribbon knots whose crossing number is less than equal to ten, and simple-ribbon knots which 
are odd stranded even pretzel.

研究分野：低次元トポロジー

キーワード： 結び目理論

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
研究対象である結び目は３次元多様体や整数論といった数学の分野だけではなく、DNA研究のような数学外の分
野とも深く関連している。実際、特に注力している局所変形の研究は組み換え酵素によるDNAへの作用に対応し
ている。そのような中、本研究では単純リボン融合でほどける結び目のアレキサンダー多項式や、可約性をもつ
プレッツェル結び目のアレキサンダー多項式を求めた。さらにスライス・リボン予想という結び目理論における
大きな予想の１つに対し、部分解を与えた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
 
結び目理論において，結び目全体の構造の解明や個々の結び目の位相的性質の把握は本質的課
題である．結び目図式を局所的に変化させる局所変形を用いてこれらの課題に取り組んでいる． 
私はリボン結び目を局所変形の観点から研究すべく，東京女子大の小林一章氏，大阪工業大の渋
谷哲夫氏と共に単純リボン変形を導入した。さらにこの変形によってリボン結び目を中心に一
般の結び目の位相的性質や不変量の変化を研究してきた．本研究開始の少し前には単純リボン
変形をさらに拡張し、単純リボン融合を導入した。結果として，単純リボン変形と同様、単純リ
ボン融合も、結び目の種数や素性，さらにはアレキサンダー多項式といった多項式不変量とも深
い関わりがあることが分かった．本研究開始直前にはゴードンによるリボン・コンコーダンスが
結び目の半順序を与えるという予想を、単純リボン融合の場合に解決した。 
 
 
２．研究の目的 
 
単純リボン変形を一般化した単純リボン融合と結び目や結び目の不変量との関連を把握する。
さらに、得られた結果の一般の絡み目への拡張も試みる。特に、単純リボン融合によるアレキサ
ンダー多項式の変化量を求めること、交点数１０以下のリボン結び目について単純リボン結び
目か否かの判定を実現する。さらにこれらの研究結果を特定の類を持つ結び目に対して適用し、
それらの結び目が単純リボンであるか否かの判定を行う。研究期間においてはまず、プレッツェ
ル型と呼ばれる結び目を扱う。これは N個の０でない整数によって定まる結び目で、非常によく
研究されている結び目の類である。しかしながら分かっていないことも多く、研究対象として申
し分ない。 
 
 
３．研究の方法 
 
幾何トポロジー的アプローチと代数的アプローチの双方を用いる。前者については、結び目の張
るザイフェルト曲面と単純リボン融合の張る（はめ込まれた）曲面の交差の解析を考えている。
これは前述の単純リボン融合が結び目の半順序を与えるという結果を示すのに用いたもので、
本研究でも有効である。後者については（Levine-Tristram）符号数を考えている。 
 
 
４．研究成果 
 
本研究では研究期間を通して、単純リボン融合とプレッツェル結び目の研究に注力し、成果を得
た。結果として、期間内に８編の論文を発表した。以下４つの主要結果について述べる。 
 
リボン融合は結び目理論において重要な類であるリボン結び目・絡み目を生成する変形で、単
純リボン融合はその特殊な場合であるが、全てではないものの非常に多くのリボン結び目・絡
み目を生成することができる。リボン融合を幾何トポロジー的に扱う場合、円盤とバンドから
なるはめ込まれた曲面を扱うが、一般に円盤はバンドとの交差を複数持つ。このことが扱いを
非常に困難にする。そこでどの円盤（バンド）も１つのバンド（円盤）と１回だけ交わるとい
う制限を加えたものが単純リボン融合である。 

（１）単純リボン融合による結び目のアレキサンダー多項式の変化量を求めた。これまで特殊
な場合については得られていたものの一般の場合は無理だろうと思われていたが，計算
に適した形への自然な変形を発見し成し遂げることかができた。これによって交点数１
０以下のリボン結び目について、単純リボン結び目を決定した。ここで、自明な結び目
から単純リボン融合で得られる結び目を、単純リボン結び目という。この結果は同じ大
阪工業大学の岸本健吾氏、渋谷氏、石川恒男氏との共同研究である。 

（２）可約なパラメータ列を持つプレッツェル結び目のアレキサンダー多項式を求めることが
できた。プレッツェル結び目は大きく分けて偶数本偶数型，奇数本偶数型と奇数型の３
種に分かれる．±１のパラメータを持たない奇数本偶数型のプレッツェル結び目につい
ては、Lecuona によりいくつかの例外を除いて、スライスならば可約なパラメータ列を
持つことが示されている。ここでリボン結び目はスライスである。また、そこではさら
に、型に依らずスライスである必要十分条件は本質的に強可約であると予想されてい
る。ちなみに十分条件であることは容易に分かる。 



そこで私は渋谷氏、石川氏、神戸薬科大学の内田吉昭氏とともに、Lecuona の結果を用
いて、±１のパラメータを持たない奇数本偶数型のプレッツェル結び目について、単純
リボン結び目を決定した。この結果は上記の可約やパラメータ列を持つプレッツェル結
び目のアレキサンダー多項式と（１）で求めた単純リボン結び目のアレキサンダー多項
式の双方が得られたことで実現した。ちなみに当該論文では、±１のパラメータを持た
ず、（弱）可約なパラメータ列を持つという条件下ではあるが、上記の３つの型いずれ
の場合においても、以下が同値であることを示した。 

・単純リボン結び目であること 

・アレキサンダー多項式が単純リボン結び目のもの（単純リボン型）と同じであること 

・パラメータ列が本質的に強可約であり、奇数パラメータの値が±３であること 

ところで上記でも触れたが、リボン結び目はスライスである。この逆も成り立つというのがス
ライス・リボン予想であり、結び目理論において大きな問題の１つである。本研究期間では、
これまで培った知見を活かし、プレッツェル結び目・絡み目のスライス性についても研究を行
った。 

（３）岸本氏、渋谷氏と共に、交代プレッツェル結び目について、スライス・リボン予想が成
り立つことを示した。ここでは Lee や Traczyk による符号数の公式を用いたが、当該
論文ではこれら２つの公式が同値であることも示した。 

（４）そして2023年度においては Lecuona の結果を絡み目に拡張し、２成分プレッツェル絡み
目がスライスであるならば、型に依らず、そのパラメータ列は本質的に可約であること
を示した。これは神戸大学の中西康剛氏と渋谷氏との共同研究である。一般にスライス
でないことを示すのは非常に困難であるが、Miller の結果を用いて、可約であるがスラ
イスでない奇数型プレッツェル結び目を無限個構成した。 
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