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研究成果の概要（和文）：筆者は、7交点以下の双曲結び目に対して、Kashaev 不変量の漸近展開を精密に計算
し、これらの結び目に対して、体積予想が証明した。８の字結び目を整数係数手術して得られる３次元双曲多様
体に対して３次元多様体の体積予想が成立することを筆者は証明した。また、漸近展開の準古典極限の項には
Reidemeister torionが現れることが観察され、いくつかの例に対して筆者はそれを証明した。
筆者は、各年度に数理解析研究所において研究集会「Intelligence of Low-dimensional Topology」を開催し
た。

研究成果の概要（英文）：The author calculated the asymptotic expansion of the Kashaev invariant for 
hyperbolic knots with up to 7 crossings, and proved the volume conjecture for these knots. Further, 
the author proved the volume conjecture for hyperbolic 3-manifolds obtained by integral surgery 
along the figure-eight knot. Furthermore, the author obsearved that the Reidemeister torsion appears
 in the semi-classical part of the asymptotic expansion of the quantum invariant, and proved that 
for some 3-manifolds.
The author held the workshop "Intelligence of Low-dimensional Topology" at RIMS in each year.

研究分野： 位相幾何学

キーワード： 結び目　３次元多様体　不変量

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
1970年代にはじまった双曲幾何の研究と1980年代にはじまった量子トポロジーの研究は、それぞれ別々に発展し
てきたが、1999年に発見された体積予想はそれらを結びつける重要な予想である。体積予想は、数理物理的に
は、Chern-Simons 経路積分に対して無限次元の鞍点法を形式的に適用することによって導かれ、その摂動展開
には双曲体積や Reidemeister torsion が現われる、筆者は、いくつかの結び目と３次元多様体に対して、体積
予想を証明した。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
3 次元の位相幾何学において、1980 年代以来、Chern-Simons 理論にもとづいて膨大な数の不
変量（量子不変量）が発見され、不変量の研究、すなわち、結び目の集合と 3 次元多様体の集合
の研究という新しい研究領域がもたらされた。1990 年代に、結び目の量子不変量は Kontsevich 
不変量に統一され、筆者等によって 3 次元多様体の摂動的不変量や LMO 不変量が導入された
が、結び目や 3 次元多様体の分類問題の観点から、量子不変量とそれに関連する不変量の研究
が重要であるとおもわれる。また、幾何構造による 3 次元多様体の分類理論が近年完成し、その
観点から、量子不変量と双曲幾何の関係を記述する体積予想の研究も重要であるとおもわれる。
また、3 次元トポロジーに現われる不変量の圏化の観点から、4 次元トポロジーやゲージ理論と
の関連の研究も重要であるとおもわれる。 
 
２．研究の目的 
3 次元多様体の量子不変量、摂動的不変量、LMO 不変量や結び目の量子不変量、Kontsevich 不
変量について、双曲幾何等の関連する話題にも留意して、研究をすすめ、この分野の研究を発展
させることが、本研究の目的であった。それらの不変量は、数理物理的には、Chern-Simons 経
路積分を用いて表される。双曲幾何との関連の観点から体積予想の研究が重要であると筆者は
考えているが、体積予想は、数理物理的には、Chern-Simons 経路積分に対して無限次元の鞍点
法を形式的に適用することによって導かれ、その摂動展開には双曲体積や Reidemeister ねじれ
が現れる。一方、4 次元トポロジーにおいて、1980 年代以来、ゲージ理論を用いて、4 次元多様
体のDonaldson不変量が導入された。3次元多様体を境界としてもつ 4次元多様体のDonaldson
不変量が値をとるべき加群として、3 次元多様体の Floer ホモロジーが定義される。Casson 不
変量の圏化がFloerホモロジーである。Casson不変量はLMO不変量の 1次の項と等価であり、
ゲージ理論との関連も期待される。それらの不変量や双曲幾何との関連を研究することが重要
であると筆者は考えた。 
 
３．研究の方法 
双曲幾何と量子トポロジーを結びつける関係として「体積予想」が発見された。結び目の体積予
想は Kashaev の予想を発展させる形で 1999 年に村上斉-村上順により定式化され、3 次元多様
体の体積予想(Chen-Yang 予想)は 2016 年に Chen-Yang により定式化された。体積予想は、量
子不変量のある種の極限に双曲体積が現われることを主張する。筆者は Kashaev 不変量の漸近
展開をいくつかの双曲結び目について具体的に計算することをめざした。Chern-Simons 経路積
分の摂動展開が示唆しているように、Kashaev 不変量の漸近展開の最初の項は双曲体積で与え
られることが予想されており（体積予想）、その次の項（準古典極限の項）は Reidemeister ねじ
れが与えることが予想される。筆者は、それらの場合についてその予想を証明することをめざし
た。また、近年、３次元多様体の体積予想が定式化されており、筆者は、いくつかの閉３次元双
曲多様体について、その定式化に基づいてその量子不変量の漸近挙動を具体的に計算すること
をめざした。 
また、この分野の研究を今後さらに発展させるために、筆者は、各年度に、数理解析研究所にお
いて研究集会「Intelligence of Low-dimensional Topology」を開催することを計画した。 
 
４．研究成果 
結び目の Kashaev 不変量と双曲体積を関連づける体積予想は、量子トポロジーと双曲幾何を
むすびつける懸案の予想であり、最近 15 年間 世界的にこの分野の中心的な話題となってきた
重要な予想である。筆者は、7 交点以下の双曲結び目に対して、Kashaev 不変量の漸近展開を
精密に計算し、その最初の項に双曲体積が現われることを証明した。これは、この結び目に対し
て、体積予想が証明されたことを意味する。筆者は、この論文を学術誌に投稿し、出版された。
また、３次元多様体の量子不変量の漸近展開に双曲体積が現れることを主張する「３次元多様体
の体積予想」も近年定式化されており、８の字結び目を整数係数手術して得られる３次元双曲多
様体に対してこの予想が成立することを筆者は証明して、論文が学術誌から出版された。また、
漸近展開の準古典極限の項には Reidemeister torion が現れることが観察され、いくつかの例に
対して筆者はそれを証明して、論文が学術誌から出版された。 
筆者は、毎年度に、数理解析研究所において研究集会「Intelligence of Low-dimensional Topology」
を開催した。とくに、2016 年 5 月に開催した「Intelligence of Low-dimensional Topology」で



は、小野薫氏に Floer ホモロジーのゲージ理論的側面の解説講演をしていただき、丹下基生氏に
Floer ホモロジーの組合せ的側面の解説講演をしていただいて、Floer ホモロジーの構成のアイ
デアが 3 次元トポロジーの研究者に共有されることをめざして、研究討論を行った。また、2018
年 5 月に開催した「Intelligence of Low-dimensional Topology」では、佐伯修氏に 4次元多様
体の構成法である trisection について解説講演をしていただいた。trisection は、「3次元多様体
の Heegaard 分解」の 4次元への拡張であるとみなすことができて、4次元トポロジーとの関連
を期待する観点から、研究討論を行った。この研究集会において、筆者は problem session を
企画し、その成果として未解決問題集を編集した。この研究集会の報告集を数理研講究録として
出版した。この研究集会は、筆者や研究分担者や連携研究者との共同研究をすすめるにあたって、
また、大学院生等の若手研究者との研究交流の面からも、大変有益であった。 
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