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研究成果の概要（和文）：ベジエ曲線を導線とする可展面を，可展条件を制約した最適化問題を解くことによっ
て生成し，それらを接続して，さまざまな力学特性を考慮した自由曲面シェルの最適化が可能であることを示し
た。また，柔軟な梁部材を格子状に接合し，曲げ変形を与えることによって生成されるグリッドシェルを対象と
し，離散的エラスティカモデルを用いた最適設計法を開発した。さらに，平面を変形させて生成される曲面につ
いて，曲面のガウス曲率とひずみの関係を導出し，ひずみの範囲を与えたときのガウス曲率の範囲を求める最適
化問題を定式化して，簡単な2次曲面について検討した。

研究成果の概要（英文）：Developable surfaces are obtained by optimizing the control points of Bezier
 curves defining the directing curves of the ruled surface.It has been shown that the free-form 
shells modeled by developable surfaces can be optimized considering various mechanical properties. 
An optimization method has also been developed for gridshells generated by applying bending 
deformation to plane grids of beams. Furthermore, relation between the strain and Gaussian curvature
 has been analytically derived, and optimization problem has been formulated to find the range of 
Gaussian curvature and strains of a quadratic surface.

研究分野： 建築構造・材料
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
自由曲面シェル構造の設計法に関しては，

1990 年代からベジエ曲面などのパラメトリ
ック曲面を用いた方法が提案されており，近
年の材料と生産技術の進歩により，複雑な形
状のシェル構造を設計・施工できるようにな
った。しかし，意匠デザインを優先した形状
は，力学的性能が十分でなく，また，多くの
施工コストと工期を必要とすることが多い。
そのため，コンクリートシェルの型枠の作成
の観点からは，平面から生成できる可展面あ
るいは直線を移動させて生成できる線織面
で曲面を構成するのが望ましい。 
一方，膜構造も平面の裁断膜を接続して形

成されるため，可展面あるいは線織面に近い
形状が望ましい。自由曲面を可展面あるいは
多面体で近似する方法は，折り紙やコンピュ
ータグラフィックスの分野で研究されてい
る。しかし，そこでは曲げ以外の変形は考慮
されておらず，膜構造の設計には適用できな
い。また，初期曲げ（active bending）を有す
るグリッドシェルについては多くの研究が
存在するが，曲面については同様の研究は存
在しない。 
膜構造の応力一様化を目的とした裁断図

形状の最適化については，1990 年代から多く
の研究が存在する。しかし，数理計画法や発
見的手法などの最適化手法を適用するため
には，釣合い形状解析を繰り返し実行しない
といけないので，多くの計算量を必要とする。 
 
２．研究の目的 
平面から形成できる可展面に近い形状と

して疑似可展面を定義し，以下の目的を達成
して，初期応力を有する曲面構造物の設計法
を提案することにより，膜構造物と自由曲面
シェルの力学的性能向上と施工コスト削減
に寄与する。 
(1) 平面に微小な面内変形とねじりを与え

て生成できる膜構造物の曲面形状にお
いて満たされなければならない条件を，
初期応力と曲面の不変量の関係から理
論的に明らかにする。 

(2) 板材を曲げて接続することにより形成
される自由曲面シェルの形状設計法を
提案し，初期応力を有する膜構造とシェ
ル構造の統一的な設計法の基礎を構築
する。 

 
３． 研究の方法 
(1) 平面の裁断膜を接続して形成される膜

構造や，平面に曲げ変形を作用させて製
作する型枠を用いて施工されるコンク
リートシェルなどの曲面構造を対象と
し，微分幾何学，シェル理論と最適化手
法を用いた設計法を提案する。 

(2) 曲面のガウス曲率と膜面の面内ひずみ
の関係を，微分幾何学の理論と浅いシェ
ルの理論を用いて導出する。 

(3) 研究代表者らによる逆問題形式の骨組

膜構造の張力指定設計法を発展させ，簡
便な繰返し計算による設計法を提案し，
空気膜構造に拡張する。 

(4) 可展面を接続して，目標形状に近く，か
つ力学的にも優れた曲面を生成するた
め，パラメトリック曲面の理論と最適化
手法を用いた方法を提案する。 

(5) 骨組膜構造の支持部材となるグリッド
シェルの設計のため，梁の座屈後の大変
形形状であるエラスティカを用いた設
計法を提案する。また，それを離散化し
た「離散的エラスティカ」の形状をエネ
ルギー最小化問題を解いて求める手法
を提案する。 

(6) 平面を折り曲げてさまざまな形態を生
成する剛体折り紙において，平面に折り
畳むことができる平坦折は，完全展開時
の製作が容易であるうえ，完全収納時の
体積が最小となるため，その工学的応用
が注目されている。本研究では，全域的
平坦可折性の必要条件として，単頂点平
坦折の折り畳み方を全列挙する方法を
提案する。 

以上のように，本研究では，微分幾何学，
構造最適化，シェル構造の力学などに基づく
理論と数値解析よって，さまざまな形状と材
料の曲面構造を設計するための新しい方法
を提案する。 
 
４．研究成果 
(1) 自由曲面シェルの形状設計 
円筒シェルや球形シェルなどの簡単な数

式で表現できる解析曲面とは異なり，パラメ
トリック曲面によって定義され，複雑な形状
を有するシェルを自由曲面シェルという。こ
のような曲面は，さまざまな建築形態を実現
できるため，最近になって，建築家と構造技
術者との協調により，力学性能の合理性が確
保できる多様な形態が提案されている。しか
し，合理的な建築形態を創生するためには，
施工性や経済性も同時に考慮することが不
可欠である。 
施工性も考慮に入れたシェル形状の最適

化については，線織面を接合してひずみエネ
ルギー最小化を目的とした研究がある。曲面
を線織面で形成することにより，ラチスシェ
ルでは 1方向に直線材を配置することが可能
となるが，コンクリートシェルでは，曲面に
ねじりが存在するので，施工性の面では線織
面では不十分である。本研究では，複数の可
展面を接続して形成されるシェルの曲面形
状を最適化する方法を提案した[雑誌論文②，
学会発表②, ③, ④]。 
テンソル積ベジエ曲面において，一つの方

向が直線である曲面を，(1,n)ベジエ曲面とい
う。(1,n)ベジエ曲面を用いると，線織面を容
易にモデル化できる。また，線織面に対して，
次数 n で定まる数の点で離散的に可展条件を
満たすことにより，可展面が得られることが



知られている。 
本研究では，複数の可展面を，曲面の連続

条件と，曲面の法線の連続条件の 2 種類の連
続条件を用いて接続し，自由曲面シェルを設
計する手法を提案した。可展面の導線をモデ
ル化するためのベジエ曲線の制御節点座標
を設計変数とし，鉛直荷重と水平荷重に対す
る最大主応力を最小化するような最適形状
を求めて，その特性を考察した。得られた曲
面の例を図 1 に示す。また，プラスチックの
薄板を用いて製作した模型の写真を図 2 に示
す。 
 

 

図 1:  可展面を接続した自由曲面シェル 
 

 
図 2:  可展面を接続した自由曲面 

シェルの模型 
 

(2) ひずみ制約による疑似可展面の定義 
平面に微小な面内変形とねじり変形を与

えて生成される曲面を，「疑似可展面」と定
義した。また，平面の変形量（ひずみ）の範
囲を与えることにより，生成可能な曲面の局
所的形状の範囲を，基本計量と主曲率を用い
て定量的に表現するための基礎式を導いた。 

 
図 3:  ひずみ制約の下でガウス曲率を最小化

して得られた疑似可展面の例 
 
対象としている構造は膜構造であり，面外

の曲げ剛性は無視できるが，面内に変形を与
えることにより，初期応力が発生する。した
がって，面内の釣合い条件を満たす必要があ
る。以上より，浅いシェル理論に基づく曲面

の釣合い式の制約の下で，面内ひずみの範囲
を指定して，曲面のガウス曲率を最大化（最
小化）する問題を定式化した。ここで，曲面
の局所的形状を平面の座標の 2次関数で近似
したときの係数を変数とする。最適化問題を
解いて得られた疑似可展面形状の例を図 3に
示す。 
本手法を用いると，膜構造のひずみの範囲

を指定して局所的曲面形状の範囲を求める
ことができる。しかし，本手法で得られる可
展面は，2 次関数近似曲面の勾配に依存する
ため，一般的な理論に向けて，さらなる検討
が必要である。 
 
(3) 離散エラスティカを用いたグリッドシ
ェルの形状設計 
グリッドシェルは，梁部材を曲げて相互に

組み合わせた格子状の曲面屋根架構であり，
トラス材で構成されるラチスシェルとは異
なる構造形態をもつ。柔軟かつ意匠性に富ん
だ設計が可能であるが，曲面形状によっては
接合部への作用力が過大となる。 
このような問題点を解決するため，座屈後

の自己釣合い形状であるエラスティカを用
いて，部材間のヒンジに作用する力を低減す
る手法を提案した[学会発表①, ⑤]。しかし，
エラスティカの形状を解析的に求めること
は困難であり，微分方程式を差分近似で解く
必要がある。したがって，エラスティカを接
続した複雑なグリッドシェルの自己釣合い
形状を求めることは困難である。 
このような問題点を解決するため，エラス

ティカを離散化した「離散的エラスティカ」
とよばれるモデルを用いた形状設計法を提
案した。離散的エラスティカの形状は，エネ
ルギー最小化問題を解いて得られる。図 4 に
示すように，エネルギー最小化で得られた形
状（〇印）と，連続体のエラスティカを有限
要素梁モデルの大変形解析で求めた形状（実
線）は，ほぼ同じであることを検証した。 
 

 

図 4:  離散的エラスティカ（〇印）と連続体
の大変形解析で得られた形状（実線） 

 
複数の離散的エラスティカを主要部材と

し，それらを 2 次部材で接続して得られたグ
リッドシェルを図 5 に示す。ここで，離散的
エラスティカの反力を処理するため，タイバ
ーを設置している。また，提案手法で得られ
た自己釣合い形状と，梁モデルによる大変形



解析で得られた形状がほぼ等しいことを確
認した[雑誌論文③, 学会発表⑥, ⑦, ⑩, ⑫]。 

 

図 5:  離散的エラスティカを接続して得ら
れたグリッドシェルの例 

 
離散的エラスティカを用いることにより，

ヒンジでの作用力は低減できるが，部材の軸
方向には大きい作用力が残る。そのため，ヒ
ンジに図 6 に示すようなスロットを設置する
ことにより，ヒンジでの作用力が低減した。
また，限定された数のスロットの位置を最適
化することにより，効率よく作用力を低減で
きることを示した。 

 
図 6:  材軸方向に移動するスロット 

 
(4) 膜構造の簡易形状設計システム 
膜構造物の裁断図形状の高精度化は，応力

の偏りによる剛性低下やしわの発生を防ぐ
ため，極めて重要である。そのため，骨組膜
構造の釣合い形状解析のための計算コスト
を低減する方法や，簡便な形状修正アルゴリ
ズムが提案されている。しかし，それらの手
法の有効性は，小規模な（自由度の小さい）
モデルで検証されているにすぎず，大規模な
（自由度の大きい）膜構造モデルに適用する
のは困難である。 
本研究では，厳密な最適化手法ではなく，

釣合い形状での応力分布を効率よく修正す
るための簡便な手法を提案した。手法の概要
は以下のとおりである[学会発表⑨]。 

Step 1: 膜面を三角形分割し，釣合い形状と目
標応力を仮定する。 

Step 2: 釣合い状態から目標応力を除去した
ときの三角形の形状と，裁断図上の三角形
の形状の誤差が最小となるように，最適化
問題を解いて裁断図形状を求める。 

Step 3: 平面裁断膜を接合して境界骨組に接
続することによって，釣合い形状を求める。

このような過程を大変形釣合い形状解析
として定義し，それをひずみエネルギー最
小化問題として定式化し，非線形計画法を
用いて解く。 

Step 4: 釣合い形状での応力に基づき，目標応
力を修正し，Step 2 に戻る。 

本手法で得られた骨組膜構造の裁断図形
状と応力分布を，図 7, 8 に示す。図 7 におい
て，青線は初期形状，赤線は最適形状である。 

 

図 7:  骨組で支持された膜構造の 
裁断図形状 

 

 
図 8:  骨組で支持された膜構造の応力分布 

 

図 9:  空気膜構造の裁断図形状 
一方，空気膜構造では，ひずみエネルギー

の最小化で釣合い形状を求めることはでき
ない。また，外力である圧力のポテンシャル
は，形状に依存するため，空気膜構造の釣合
い形状を求める問題は，非保存系の解析問題
となる。本研究では，既存のポテンシャル関
数を改良して，ライズの大きい空気膜構造に
も適用できる最小化問題を定式化した。 
また，空気膜構造に用いられることの多い

ETFE (Ethylene TetraFlouroEthylene)材料は，強
い非線形性を持っている。そのため，骨組膜



構造の裁断図形状最適化手法を非線形弾性
材料に拡張し，ETFE 空気膜の裁断図形状を
最適化した。得られた裁断図形状を図 9 に示
す。また，釣合い形状での応力分布を図 10
に示す。 

 
図 10:  空気膜構造の応力分布 

 

(5) 可展面を用いた膜構造の設計法 

前項で述べたように，膜構造は，曲げ剛性
を持たない平面裁断膜を接合して形成され，
張力を導入することで安定化される。 
骨組膜構造では，等張力状態が実現されれ

ば，その形状は平均曲率が 0 の極小曲面とな
る。一方，曲面が平面裁断膜から生成される
ため，その変形が小さい場合，曲面は可展面
に近い形状となる。以上より，膜曲面は，可
展面と極小曲面の中間的な形状となるもの
と考えられる。 
本研究では，可展面，極小曲面とそれらの

中間的な曲面を目標形状とする多目的最適
化問題を解いて目標釣合い曲面を求めて，そ
れらを平面に展開して釣合い形状と裁断図
形状を設計する方法を提案した。本手法は，
目標釣合い曲面を前項 Step 2 の方法を用いて
平面に展開し，裁断図形状を一回の操作で求
めることができる簡便な手法である[学会発
表⑧, ⑪]。 

 
 

 

 

 

 
図 11: 可展面でモデル化された膜面の 

裁断図と釣合い形状 
 

極端な場合を想定して，曲面を一つの裁断
図で生成するものとする。曲面を(1,n)ベジ
エ曲面でモデル化し， (1)項の方法を用いて
得られた可展面の裁断図形状と釣合い曲面
を図 11 に示す。 

 

 

 

 

 

 
図 12: 極小曲面でモデル化された膜面の 

裁断図と釣合い形状 
 

 
 
 
 

 

 
図 13: 可展面と極小曲面の中間的な特性をも

つ膜面の裁断図と釣合い形状 
 
次に，曲面を(1,n)ベジエ曲面でモデル化し，

平均曲率のノルムを最小化して極小曲面を
求めると，裁断図形状と釣合い形状は図 12
のような複曲率をもつ形状となる。さらに，
図 11 と 12 の中間的な特性をもつ形状を求め
るため，多目的最適化問題を解くと，図 13
のような裁断図と釣合い形状が得られた。 
本手法を用いることにより，平均応力が目

標値に近いような釣合い形状と裁断図を，容
易に求めることができる。また，平面裁断図
からの微小な変形によって曲面が形成され
ることが保証される。 
 
(6) 単頂点平坦折の折り畳み方列挙法 
 平坦折の可否を検証する際，面とその両側
の折り目を組み合わせて，subface と呼ばれる
図形を利用する。Subface の線分の長さは角
度の大きさに比例し，その番号が奇数のとき
右方向に，偶数のとき左方向に進む。折り目
は山折りのとき反時計回り，谷折りのとき時
計回りに進む。平坦折不可能であれば，面と
折り目が交叉する。 
 平坦折の折り畳み方をもれなく効率良く
列挙するため，分枝限定法を用いた。図 14(a)
に，折り目間の角度が与えられた単頂点折の



モデルを示す。図 14(b)には，単頂点平坦折の
必要条件を満たす平坦折可能な折りパター
ンを示す。それぞれの折りパターンに対して，
面と折り目が交叉しない折り畳み方を列挙
して得られた平坦折の折り畳み方を図 14(c)
に示す。 
 

 
(a) 単頂点折のモデル (b) 可折性を満たす

折りパターン 

 
(c) 平坦折の折り畳み方 

図 14:  単頂点平坦折の折り畳み方探索 
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