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研究成果の概要（和文）：本研究では, 「CAT(k)空間へ等長埋め込み可能な距離空間を特徴付けよ」という未解
決問題に対する部分的な結果として, 高々5点からなる距離空間がCAT(0)空間へ等長埋め込み可能であることは,
 その距離空間上で「重み付き4点不等式」が成立することと同値であることを証明した. さらに, M. Gromovが
導入したCycl_n(k)条件という, 距離空間がCAT(k)空間へ等長埋め込み可能であるための必要条件に対して, 
「Cycl_4(k)条件は4以上の任意の整数nに対するCycl_n(k)条件を導く」ということを証明した. 

研究成果の概要（英文）：To find a characterization of those metric spaces that admit an isometric 
embedding into a CAT(k) space is a longstanding open problem stated by M. Gromov and others. We 
proved that a metric space admits an isometric embedding into a CAT(0) space if and only if it 
satisfies the weighted quadruple inequalities. 
On the other hand, among all geodesic metric spaces, CAT(k) spaces can be characterized by various 
simple conditions. The Cycl_4(k) condition introduced by Gromov is one of such conditions. We 
studied the geometry of (possibly non-geodesic) metric spaces satisfying this condition, and proved 
that the Cycl_4(k) condition implies the Cycl_n(k) conditions for all integers n greater than four. 
  

研究分野： 幾何学

キーワード： CAT(0)空間　距離空間　等長埋め込み　二次距離不等式

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
さまざまな距離空間上でどのような不等式が成立するかということが, 広く重要な課題となっている. 本研究で
は, CAT(k)空間 (誤解を恐れず簡単に言うならば, 曲率がk以下の距離空間) において成立する不等式について
研究を行った. その結果, 5点からなる距離空間がCAT(0)空間へ等長埋め込み可能であることは, その距離空間
上で重み付き4点不等式と呼ばれる不等式が成立することと同値であることを証明した. これは, 「CAT(0)空間
へ等長埋め込み可能な距離空間を特徴づけよ」という未解決問題に対する部分的結果を与えるものといえる. 

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
近年発展の著しい幾何学的群論や距離空間の幾何学においては, 距離空間上のポアンカレ不等
式と呼ばれる不等式が多くの場面で登場し, そこにあらわれる最適の定数(非線形スペクトルギ
ャップと総称される) の計算・評価が重要な課題となっている. 特に, CAT(0)空間と呼ばれる
非正曲率性を持つ距離空間上における非線形スペクトルギャップの評価・計算を行うことは重
要な課題である. CAT(0)空間上のポアンカレ不等式の研究においては, 目的のポアンカレ不等
式を CAT(0)空間上で成立するより基本的な不等式に帰着させることが従来の一つの基本的なア
プローチであるといえる. しかし, CAT(0)空間上で成立する多くの既知の不等式では, CAT(0)
空間が測地的であるという条件を十分に捉えることができていないことが, この方法によって
CAT(0)空間上のポアンカレ不等式を研究する上での根源的な課題といえる. 実際, CAT(0)空間
へ等長埋め込み可能な距離空間を不等式のみを使って特徴づけること自体, M. Gromov らによ
り提示された大きな未解決問題である.  
 
２．研究の目的 
本研究の目的は, 距離空間上のポアンカレ不等式に関する最適の定数 (いわゆる非線形スペク
トルギャップ) の計算・評価を行うこと, また非線形スペクトルギャップの計算・評価を行う
上で必要になる, 距離空間 (特に非正曲率性を持つ距離空間) の幾何学に関する問題を解決し, 
距離空間の幾何学に対する理解を深めることである. より具体的な目標としては, 非線形スペ
クトルギャップの計算・評価に関しては,「距離空間 X, Y のペアで, X に関する非線形スペク
トルギャップが常に Y に関するものの(X, Y のみに依存する) 定数倍以下になるようなものを
特徴付けよ. 」,「A_n 型ビルディングの 1-骨格の CAT(0) 空間に関する Wang の不変量は常に
1/2 以上か？」という二つの基本的な未解決問題の解決を目指す. さらに, これらの課題に向
かう中で生じる距離空間の幾何学に関する多くの基本的な問題に取り組む. 特に, 上で述べた
CAT(0)空間に等長埋め込み可能である距離空間を不等式のみを使って特徴づけるという未解決
問題に取り組みたい.  
 
３．研究の方法 
非線形スペクトルギャップの計算・評価に関する現状を打開するには本質的に新しい方法を開
発する必要がある. 「距離空間 X, Y のペアで, X に関する非線形スペクトルギャップが常に Y 
に関するものの(X, Y のみに依存する) 定数倍以下になるようなものを特徴付けよ」という問
題に対しては, Y がヒルベルト空間である場合に関しては, 報告者自身の先行研究と A. Naor に
よる先行研究がある. それらを踏まえると「距離空間 X が Y へ擬等長埋め込み可能であるなら
ば, X に関する非線形スペクトルギャップが常に Y に関するものの定数倍以下になる」ことが
予想される. この予想を解決することを中間的な目標としたい. 上で述べた二つの先行研究に
おける証明は, ヒルベルト空間の特殊性が用いられており, 擬等長埋め込み可能という条件は
前面に出てきていない. これらの先行研究に対して, 擬等長埋め込み可能という条件を前面に
押し出した別証明を与えることが, この予想の解決に向けた第一歩となると考えられる. また, 
考える CAT(0) 空間を具体的な空間に限定すると, 非線形スペクトルギャップの計算に対して, 
数値計算によるアプローチを行うことが可能になると考えられる. そこで, 応用上重要ないく
つかの具体的な CAT(0)空間に対して, 数式処理ソフト Mathematica を用いていくつかの幾何学
的不変量を計算することで非線形スペクトルギャップの評価を行いたいと考えている. また, 
すでに述べたように, CAT(0)空間上のポアンカレ不等式の研究においては, 目的のポアンカレ
不等式を CAT(0)空間上で成立するより基本的な不等式に帰着させることは従来の基本的なアプ
ローチの一つであるが, 多くの既知の不等式では CAT(0)空間が測地的であるという条件を十
分に捉えられていないことがその際の課題になっているように考えられる. この課題を解決す
るためには, M. Gromov によって導入された, CAT(0)空間上で成立する Wir_n 不等式, および
Cycl_n(0)性質と呼ばれる CAT(0)空間の部分集合が持つ性質に注目して, CAT(0)空間の部分集
合が持つ既知の性質の間の関係を明らかにしていくことが有望なアプローチになると考えてい
る.  
 
４．研究成果 
「高々5 点からなる距離空間が CAT(0)空間へ等長埋め込み可能であるための必要十分条件は重
み付き 4 点不等式を満たすことである」という定理を証明した. この定理は「CAT(0)空間へ等長
埋め込み可能な距離空間を特徴づけよ」という未解決問題に対する最初の意味のある部分的結
果といえる. また, この定理を証明するにあたって, 一般のグラフ Gに対し, M. Gromov が導
入した Cycl_n(0)条件を一般化した G(0)条件を定義し, 「距離空間が CAT(0)空間へ等長埋め込
み可能であるための必要十分条件は全てのグラフ G に対して G(0)条件を満たすことである」と
いう事実を証明した. これは上記の未解決問題に対する新しいアプローチを提供するものとい
える. k を実数とする. CAT(k)空間へ等長埋め込み可能な距離空間を特徴づけることが未解決
である一方で, 距離空間が測地的であるという(非常に強い)条件の下では, 距離空間が CAT(k)
空間であることと同値になる多くの条件が知られている. Cycl_4(0)条件はその一つである. 本
研究では, 測地的であるという仮定をしないで, Cycl_4(0)条件を満たす距離空間がどのような
幾何学的性質を持つのか研究を行った. その結果, 「任意の実数 kに対して, Cycl_4(k)条件は



4 以上の全ての整数 n に対する Cycl_n(k)条件を導く」という定理を証明した. この定理は, 
Gromov が論文中で推測している内容に反するものであり, CAT(k)空間の部分集合の持つ性質と
して「Cycl_4(k) 条件を満たす」ということが予期されていた以上に重要なものであるというこ
とを示唆している.  
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