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研究成果の概要（和文）：時間に関して定常的な摂動を含む波動方程式に対し、入射波に対して摂動によって散
乱波が生じる現象を数学的に解析する研究を行った。本研究では、生じるべき散乱波が現れないような特殊な現
象である非散乱エネルギーについて詳しく研究を行った。その結果、ある種の条件下では、非散乱エネルギーは
離散的に分布し、また無限個存在することを示した。非散乱エネルギーの分布はワイル則と呼ばれる漸近的な評
価を満たすことも証明した。
一方、グラフ上の離散モデルの研究として、量子ウォークに対する散乱理論の研究を行った。主に1次元の量子
ウォークについて、時間発展作用素の一般化固有関数と散乱行列の性質を詳しく調べた。

研究成果の概要（英文）：We studied the time-independent scattering theory for reduced wave equations
 with perturbations. In particular, we focused on a study of non-scattering energies (NSEs). We 
proved the discreteness and the existence of NSEs. Moreover, The number of NSEs satisfies a Weyl's 
law at infinity.
We also studied the scattering theory for quantum walks on lattices. For one-dimensional quantum 
walks, we derived some properties of the continuous spectrum and generalized eigenfunctions of 
time-evolution operators of quantum walks. We showed that the scattering matrix naturally appears in
 the asymptotic behavior of generalized eigenfunctions.

研究分野： 散乱理論と逆問題

キーワード： 関数解析学　散乱理論　関数方程式論　スペクトル理論　逆問題　量子ウォーク

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究は、量子力学で知られている現象である共鳴トンネル効果に着想を得て開始したものである。共鳴トンネ
ル効果は1次元の物理系では既によく知られているものであるが、本研究では、様々な不均質媒質や幾何構造に
よる散乱理論を検討し、共鳴トンネル効果に相当する非散乱エネルギーがどのような条件下でどのように分布す
るのかを数学的に検証することを目標とした。多次元波動方程式の場合に非散乱エネルギーの存在とその分布に
ついて、一定の成果を得ることができた。非球対称な摂動を持つ多次元系で非散乱エネルギーの存在を示したの
は本研究が最初である。また、離散的な系についても今後の研究につながる成果を得ることができた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
媒質の不均質性による波動伝播現象の散乱理論は, 主にユークリッド空間上の音響波動方程

式やマックスウェル方程式に対して研究が行われてきた. 散乱現象の研究では, 入射波(平面
波) に対して散乱波の性質を明らかにするが, エネルギーと入射波によっては, 入射波が透過
して散乱波が見られない可能性があることが知られている. このようなエネルギーを非散乱エ
ネルギーと呼び, 対応する入射波を非散乱状態という. 数学的には, 散乱作用素が固有値 1 を
持つということである.  
一方, 散乱理論の研究は, これに深く関連する微分(差分) 作用素のスペクトル理論とともに, 

計量に対する一定の仮定をおいた非コンパクト多様体, 及び一部の無限グラフでも進められて
来ている. ここでは, 作用素論による抽象理論のみならず, 従前主にユークリッド空間で展開
されてきた偏微分方程式的な精密な解析が, 多様体やグラフ上でも展開できるようになってき
たことが重要である. ただし, いずれもシュレーディンガー方程式を用いたポテンシャル散乱
または計量による散乱の研究が中心であり, 不均質媒質の問題設定での研究は少なく, 特に, 
非散乱エネルギーと透過固有値問題はユークリッド空間の設定以外ではほとんど調べられてい
ないのが研究開始当初の状況であった。 
 
２．研究の目的 
本研究では, 多様体及びグラフにおけるスペクトル, 散乱理論の研究を基礎として, 幾何構造

を持つ空間での不均質媒質による散乱理論の研究を進めるべく, 非散乱エネルギーと透過固有
値問題の議論を行った. 
 (1) エンドを持つ多様体での散乱理論: 計量が遠方で何らかの形(ユークリッド, 双曲的, シ
リンダー, カスプなど) に漸近するような多様体での散乱理論を調べる.  
 (2) 無限グラフ上での散乱理論: グラフ上では, 無限次元摂動(例えば短距離型ポテンシャル) 
に対して埋蔵固有値の非存在の証明が完了していない. 加えて, シリンダー型, 双曲型のグラ
フもまだ調べられていない. 本研究では, 非散乱エネルギーの研究に向けて, その基礎となる
これらのテーマを含めた結果を得ることを試みる. 
 
３．研究の方法 
(1) 多様体上の散乱理論については, ユークリッド空間に対し、有限の領域で係数と計量に対
して摂動を加えられた多次元系において, 非散乱エネルギーの存在と分布について調べた. こ
れを調べるため, 散乱行列と, 領域境界で定義されるディリクレ-ノイマン写像が同値である
ことを利用し, 摂動されている領域における透過固有値問題に帰着し, 透過固有値問題に対す
る諸性質が非散乱エネルギーでも成り立つことを証明する方法を取った. 
(2) グラフ上の散乱理論については, いまだ詳しく明らかになっていないスペクトル・散乱理
論について基本的な性質があるため, 散乱理論そのものの研究を進めた.  
 
４．研究成果 
(1) 有界領域における透過固有値問題は, 散乱理論とは独立に, 連立偏微分方程式にかかわる
非自己共役な固有値問題として詳しく研究されている. 本研究では, これらの成果を非散乱エ
ネルギーを調べるために応用した. 具体的には, 散乱波は放射条件により一意性が成り立つこ
とを利用し, 漸近挙動に現れる散乱行列と, 摂動が存在する領域の境界で定義されるディリク
レ-ノイマン写像は1対1に対応していることを示せる. これは散乱の逆問題でしばしば使われ
る手法である. このことから, 正の透過固有値と非散乱エネルギーは 1対 1に対応しているこ
とを証明できる. 従って, 非散乱エネルギーを調べるには, 実軸上正の部分に分布する透過固
有値について詳しく分かれば良い. 実軸上正の部分にある透過固有値に対しては, ワイル則が
成り立つことが知られており, 漸近的に個数を評価することができる. 以上の事実から, ある
条件下では非散乱エネルギーは無限個存在していることを示すことができた.摂動に対して球
対称性を仮定しない場合, 多次元系で非散乱エネルギーの存在を示したのは本研究が最初であ
る. 以上の成果は, 遠方でユークリッド的な多様体上の変数係数音響波動方程式型の場合に得
られたものである. 双曲空間やシリンダー的空間など, 非ユークリッド的な場合にも多くの部
分は同様であると推測されるが, 詳しい性質についての研究に着手することはできなかった. 
また, 本研究の主要な結果は, シュレーディンガー方程式の散乱理論における半古典極限を取
ったものに相当する. 音響波動方程式の場合と比較して細かい点で異なる部分があり, 現在は
シュレーディンガー方程式に対する非散乱エネルギーと半古典近似に関する研究を続行中であ
る. また, シュレーディンガー方程式のレゾナンスと非散乱エネルギーには何らかの関係があ
ることも推測されるが, これについては今後の課題である. 
 
(2) 無限グラフ上の散乱理論については, 当初計画していた離散シュレーディンガー作用素に
加え, 副産物として量子ウォークの時間発展作用素に対するスペクトル理論を研究した. 量子



ウォークの時間発展作用素は, 2 乗総和可能なベクトル列空間でユニタリ作用素である. この
点で自己共役作用素に対するスペクトル散乱理論とは若干異なるが, 離散シュレーディンガー
作用素に対するこれまでの研究手法と成果を生かし,量子ウォークの連続スペクトルの性質と, 
一般化固有関数の構成及びその漸近挙動の解析を通じて, 量子ウォークに対する散乱行列の性
質を調べることができた.量子ウォークの特徴である局在化現象, 弾道的拡散, トンネル効果
とスペクトル・散乱理論は深く関連しており, これらの研究に対して一定の寄与ができた.具体
的には以下の成果を得た. 量子ウォークを規定するのは, 状態を移動させるシフト作用素と, 
各点でカイラリティ毎の確率振幅を混ぜ合わせるコイン作用素の積である.本研究では, コイ
ン作用素を位置に依存する変数とすることで, 摂動のある量子ウォークを設定した. 空間一様
な量子ウォークに対し, 摂動が有限次元あるいは無限次元でも極めて小さい場合に, 連続スペ
クトルの内部に埋め込まれた固有値が生じる条件を示した. また, 連続スペクトルに対応する
一般化固有関数をAgmon-Hormander型のBanach空間で特徴付け, その漸近挙動を求めることに
より, 散乱行列の特徴付けを行った. 副産物として, 量子ウォークで生じる局在化とトンネル
効果に関するいくつかの事項について, ある種の量子ウォークで散乱理論の立場から厳密に記
述した. 
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森岡 悠

 ３．学会等名

グラフ上の逆問題、スペクトル解析と関連課題研究ワークショップ（招待講演）（国際学会）

2017年度応用数学合同研究集会

 ２．発表標題

 ４．発表年

 ４．発表年

 １．発表者名

 ４．発表年

 ４．発表年

 １．発表者名

Dirichlet-Neumann写像による格子欠損の位置決定

On embedded eigenvalues -discrete Laplacians and quantum walks-

磁場付き離散シュレーディンガー作用素の連続スペクトルについて

磁場付き離散シュレーディンガー作用素に対するレリッヒ型一意性定理について

 １．発表者名

 １．発表者名

 ２．発表標題



2017年

2017年

2017年

2017年

 ２．発表標題

 ３．学会等名

 ３．学会等名

 ３．学会等名

 ３．学会等名

日本数学会秋季総合分科会

2017夏の作用素論シンポジウム

森岡 悠, 庄司直高

森岡 悠

森岡 悠

Hisashi Morioka

作用素論セミナー

RIMS合宿型セミナー ``Workshop on linear and nonlinear dispersive equations and related topics"（招待講演）（国際学会）

 ２．発表標題

 ４．発表年

 ４．発表年

 ４．発表年

 ４．発表年

 １．発表者名

 １．発表者名

 １．発表者名

Interior transmission eigenvalue problems on compact manifolds with smooth boundary

格子欠損の位置決定について

長距離型ポテンシャルを持つ離散シュレーディンガー作用素の埋蔵固有値の非存在

Absence of embedded eigenvalues for discrete Schrodinger operators with decaying potentials

 １．発表者名

 ２．発表標題

 ２．発表標題



2017年

2016年

2016年

2016年

 ２．発表標題

 ２．発表標題

 ２．発表標題

 ２．発表標題

 ３．学会等名

 ３．学会等名

 ３．学会等名

 ３．学会等名

RIMS Workshop on "Inverse problems for partial differential equations and related areas"（招待講演）（国際学会）

2016年度応用数学合同研究集会

作用素論セミナー（招待講演）

2nd East Asia Section of IPIA-Young Scholars Symposium（招待講演）（国際学会）

安藤和典, 磯崎 洋, 森岡 悠

森岡 悠, 庄司直高

Kazunori Ando, Hiroshi Isozaki, Hisashi Morioka

Kazunori Ando, Hiroshi Isozaki, Hisashi Morioka

 ４．発表年

 ４．発表年

 ４．発表年

 ４．発表年

 １．発表者名

 １．発表者名

 １．発表者名

格子上の逆散乱問題とネットワークの逆問題

Weyl's lower bounds of positive interior transmission eigenvalues on manifolds

Inverse scattering problems on perturbed lattices and geometry of networks

Inverse scattering problems on perturbed lattices and geometry of networks

 １．発表者名



2016年

2016年

〔図書〕　計0件

〔産業財産権〕

〔その他〕

－

６．研究組織

７．科研費を使用して開催した国際研究集会

〔国際研究集会〕　計4件

Workshop for young scholars Control and inverse problems on waves, oscillations
and flows - Mathematical analysis and computational methods -

2019年～2019年

2018年～2018年

2019年～2019年

2017年～2017年

 国際研究集会

 国際研究集会

 開催年

 開催年

 開催年

 開催年

Workshop for young scholars  Control and inverse problems on waves, oscillations
and flows  - Mathematical analysis and computational methods -

Workshop for young scholars  Control and inverse problems on waves, oscillations
and flows  - Mathematical analysis and computational methods -

Kyoto-Imadegawa symposium on Spectral and Scattering Theory

 ２．発表標題

所属研究機関・部局・職
（機関番号）

氏名
（ローマ字氏名）
（研究者番号）

備考

 国際研究集会

 国際研究集会

 ２．発表標題

The 14th Linear and Nonlinear Waves（招待講演）（国際学会）

神戸大学解析セミナー（招待講演）

 ３．学会等名

 ３．学会等名

Hisashi Morioka, Naotaka Shoji

森岡 悠
 １．発表者名

 ４．発表年

 ４．発表年

 １．発表者名

Non-scattering energy and transmission eigenvalue problems on manifolds

非散乱エネルギーと透過固有値問題



８．本研究に関連して実施した国際共同研究の実施状況

共同研究相手国 相手方研究機関


