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研究成果の概要（和文）：(1) セガラシステムの特殊な例である確率多重関係について，システムの逐次合成な
どの演算を関係計算の枠組みで解析し，「全域性」という条件を排除するという一般化を行った。(2) 二項多重
関係における3種の逐次合成を関係計算の枠組みで解析した。この結果の一般化が上記1の成果に寄与した。(3) 
関係計算の抽象化であるデデキント圏にいくつか公理を加えたカントール圏を提案し，カントール圏において選
択公理を形式化した。(4) 通常の二項関係を含む種々の多重関係を包括的に扱うべく，圏L上のV関係として一般
化を行った。この過程において，ある確率的システムが圏 L上のV関係の具体例であることが分かった。

研究成果の概要（英文）：(1) Extended the previous results [Tsumagari et al, JLAMP, 2014], we showed 
that convex composition of convex relations is associative. Because of not assuming totality, we 
introduced distribution subidentities. (2) We gave relational formalisations of Kleisli, Parikh and 
Peleg compositions and liftings of multirelations. These results contributed to improve the research
 (1) above. (3) We introduced Cantor category where is Dedekind category satisfying a few additional
 axiom, and relationally formulated the axiom of choice and Zorn’s lemma. (4)We generalised various
 multirelations to "V-relations on the category L" where L has powers and V is an object of L. They 
includes ordinary binary relation, binary multirelation, probabilistic relation. In addition, we 
gave the sufficient condition to compose two different types of V-relations. 

研究分野： 理論計算機科学
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１．研究開始当初の背景 
(1) 確率的システムの検証 
大規模システムに誤作動やサービス停止な
どが発生すると，甚大な被害が生じる場合 
がある。これを未然に防ぎ，システムの信頼
性を確保する有用な手段の１つが検証であ
る。乱択アルゴリズムや分散処理システムな
ど，確率的な技術を含むプログラムやシステ
ムは増加傾向にあり，その信頼性を高める検
証手法の開発にも注目が集まっている。例え
ば，暗号プロトコルの検証では，安全なシス
テムと等価であることを保証すれば良いが，
鍵が存在する以上，攻撃側が微小な確率で解
読に成功する可能性を排除できない。そうい
った無視可能な事象を含むシステムに対し
ては，標準的な（“非”確率的な）手法で検
証することができないため，確率的な手法を
採ることが望ましい。しかしながら，確率的
システムに対する検証は，標準的なシステム
に対する検証手法と比較すると，未だ明らか
でない部分が多く実用化に至っていない。 
 
(2) 確率的システムの軌跡意味論 
確率的システムのモデルの 1つであるセガラ
システム［Segala, CONCUR ’95］は，非決
定的分岐と確率的分岐を併せもつシステム
のモデルであり，生成確率的システム(GPrS)
や反応システム(RS)といった確率的システ
ムモデルの一般化である。Silva らは，圏論
における余代数を用いて GPrS について，
等価性の 1種である軌跡意味論についての健
全かつ完全な公理化を与えている［Silva et 
al, ENTCS ’11］。しかし，セガラシステムの
軌跡意味論についての健全かつ完全な公理
化はまだ知られていない。 
 
(3) 代数的公理化と検証 
クリーニ代数は非決定性オートマトンの受
理言語である正規言語の健全かつ完全な公
理化である。非決定性オートマトンを余代数
として考えると，正規言語は余代数における
軌跡意味論に相当する。クリーニ代数の定義
は，等式とホーン節で与えられており，シス
テムの性質をクリーニ代数においてモデル
化するとその現象を簡単な式変形によって
検証することが可能となる。既に McIver ら
によって確率クリーニ代数［McIver et al, 
RelMiCS ‘06］という代数が提案されている
が，これは確率的な振る舞いを十分に表現で
きておらず，定量的検証に対しては活用でき
ない。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は，確率的システムのための定
量的な検証手法を提供しうる新しい確率ク
リーニ代数を提案することである。そのため，
本研究では，セガラシステムの等価性につい
て健全かつ完全な公理系の構築と，その公理
系の有効性の確認を行う。 
 

３．研究の方法 
(1) 確率的正規表現とクリーニの定理 
セガラシステムの軌跡意味論に対する確率
的正規表現を提案し，その正規表現について
クリーニの定理を証明する。困難である場合
は正規表現を随時改善する。 
 
(2) 公理系の構築・健全性と完全性 
(1)で与えた正規表現上の公理系を構築する。
具体的には，等式・ホーン節の集合を与える。
ここでは，McIver らの確率クリーニ代数も
参考にする。公理系を与えた上で，その健全
性と完全性の証明に取り組む。過程で不具合
が生じた場合は随時公理系を改善する。 
 
４．研究成果 
本研究はセガラシステムを対象としたもの
であったが，その特殊例である確率多重関係
の解析や，関連する二項多重関係の研究が進
んだため結果的にそれらを優先させる形と
なった。当初の計画から遅れているものの，
今後の発展に有用な結果が得られていると
考えている。主な研究成果は以下の 4 つ。 
 
(1) 確率多重関係の解析 
セガラシステムの特殊な例である確率多重
関係について，システムの逐次合成などの演
算を，関係計算を用いて解析し詳細化に成功
した。既存の結果［Tsumagari et al, JLAMP, 
2014］では，逐次合成が結合律をみたすため
の十分条件として「全域性」を仮定していた。
しかし，二項多重関係の合成を解析した結果
［後述(2)］において，二項多重関係の Peleg
合成が部分集合上の「部分恒等関係」を用い
て得られたことからヒントを得て，本研究で
は確率分布の「部分恒等関係」を導入した。
結果的に，確率多重関係における逐次合成を，
二項多重関係における Peleg 合成の一般化
として与えることに成功している。これによ
り，「全域性」を仮定せずに結合律が成り立
つことが証明された。現在研究成果発表の準
備を進めている。 
 
(2) 二項多重関係の解析 
二項多重関係においては，それぞれの応用先
の違いから 3種類の逐次合成が提案されてい
た（Kleisli 合成・Parikh 合成・Peleg 合成）。
本研究ではこの 3種類の合成を関係計算の枠
組みで解析した。3 つの合成それぞれに対し
てリフティングを導入し，リフティングによ
って合成を再定義することにより，二項関係
の合成へ落とし込むという詳細化に成功し
ている。 
Kleisli 合成については，仮定なしに結合律が
成り立つ一方，単位元は存在しない。ゲーム
代数に応用される Parikh 合成については，
一般の場合結合律をみたさず，右単位元をも
たない。Parikh 合成で圏を構成するには，二
項多重関係が上向きに閉じている必要があ
る。ただし，ここでの単位元は所属関係であ



る。また，Peleg 合成も一般には結合律をみ
たさない。しかしながら，二項多重関係が和
で閉じていれば，Peleg 合成によって圏を構
成できる。ここでの単位元は 1 点集合関数で
ある。なお，成果 (1) の結果は，Peleg 合成
の再定義から着想が得られている。本研究の
成 果 論 文 は Journal of Logical and 
Algebraic Methods in Programming に採録
されている。 
［共同研究者：古澤，河原，Struth］ 
 
(3)  関係計算による選択公理の形式化 
上記 (1) (2) の研究過程で，選択公理の取り
扱いが問題となった。そこで，関係計算の抽
象化であるデデキント圏にいくつか公理を
加えたカントール圏を提案し，カントール圏
において，選択公理の形式化に成功した。カ
ントール圏は有理表現と所属関係をもつデ
デキント圏といえる。また，選択公理とツォ
ルンの補題の等価性を関係計算で示したほ
か，ツォルンの補題の応用としてクラトフス
キーの補題の証明にも成功している。本研究
の成果論文は，Bulletin of Informatics and 
Cybernetics へ採録されている。 
［共同研究者：古澤，河原］ 
 
(4) V 関係への一般化とその合成 
上記 (2) における二項多重関係は，2 人ゲー
ムの意味論やプログラムの述語変換子意味
論など，様々な文脈で登場する。本研究では，
通常の二項関係を含む種々の多重関係を 包
括的に扱うべく，「圏 L 上の V 関係」として
一般化を行った。ここで，圏 L はベキ対象を
もつ圏，V は圏 L の対象の 1 つである。例え
ば，二項関係であれば「圏CjLat上の 2関係」，
二項多重関係であれば「圏 Set 上の 2 関係」，
上向きに閉じた二項多重関係であれば「圏
Poset 上の 2 関係」となる。また，ある確率
的システムのモデルも「圏 EMod 上の [0,1]
関係」で表現できることが分かっている。さ
らに本研究では，計算機科学において重要な
代数の 1つであるクォンテールを関係値とす
る関係「クォンテール価関係」を定義してい
る（K がクォンテールならば，A×B→K とい
う型の関数である）。クォンテール価関数は
「圏 K-Lmod 上の K 関係」である。 
また，同研究においては，異なる 2 つの「圏
L 上の V 関係」を合成するための十分条件も
与えている。現在までのところ，「クォンテ
ール価関係同士」や「多重関係とクォンテー
ル価関係」など，確率的ではないモデル同士
の合成の例しか発見できていない。今後，確
率的システムと非確率的システムの合成例
の発見が期待される。本研究の成果論文は現
在投稿中である。 
［共同研究者：西澤］ 
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