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研究成果の概要： 
 本研究では双有理アラケロフ幾何で大きな成果を得た．特に，算術的体積関数に関して数々

の重要な成果を得た．その中には，算術的体積関数の連続性があり，これにより，それまで得

られていた種々の結果を総合的にかつより一般的に扱えるようになった．また，藤田の近似定

理の算術化のさらなる一般化にも成功した．その他にも，狭義の切断からなる自由基底がいつ

存在するかというアラケロフ幾何の基本問題の解決もできた． 
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 直接経費 間接経費 合 計 
２００５年度 3,600,000 0 3,600,000 

２００６年度 4,900,000 0 4,900,000 

２００７年度 3,400,000 1,020,000 4,420,000 

２００８年度 3,400,000 1,020,000 4,420,000 

  年度    

総 計 15,300,000 2,040,000 17,340,000 

 
 
研究分野：数物系科学 
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１．研究開始当初の背景 
 ファルティングスのモーデル予想の研究
にもある様に，数論幾何の研究とモジュライ
空間の研究には密接な関係がある．特に，ア
ーベル多様体，および代数曲線のモジュライ
空間は重要である．このことが研究開始当初
の強い背景としてあった．特に，次の３つの
課題を解決すべき問題として考えていた． 
（１）いろいろな大域的な体上定義された

代数多様体の有理点の分布の問題 
（２）モジュライ空間上の代数的サイクル

の問題 

（３）対数スキームのモジュライ空間の問
題 

 
２．研究の目的 
 広くディオファントス幾何とモジュライ
空間の幾何を研究することを目的としてい
る．特に有理数体上有限生成な体上定義され
た代数多様体は，大域的に考える場合，まさ
にモジュライ空間とディオファントス幾何
をつなげるものである．これらを総合的に研
究することが目的である．その研究を遂行す
るためにはアラケロフ幾何が必要であり，双
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有理アラケロフ幾何の基礎付けが重要な課
題となる．これも本研究の重要な目的の一つ
である． 
 
３．研究の方法 
 アラケロフ幾何，特に，双有理アラケロフ
幾何を用いた研究方法をとった．双有理アラ
ケロフ幾何の基本的な事実の蓄積から始め，
種々の応用を考えた．小さな切断に関する事
実は研究を遂行する上で特に重要で，知られ
ている結果は，さらなる研究をする上では不
十分なものである．したがって，これらの研
究は必要不可欠である．特に，算術的体積関
数のコントロールは極めて重要である． 
 
４．研究成果 
 研究成果は多岐にわたるので，いくつかあ
るので内容に応じて並べで書きたい． 
（１）まずは，雑誌論文⑥の成果であるが，
これは本申請のタイトルそのものの成果で
ある．モーデル予想の解決の鍵となったのは，
代数体上におけるガロア表現の制御と代数
体上定義されたアーベル多様体のモジュラ
ー関数の有界性に関する性質であった．この
論文ではさらに一般に有理数体上有限生成
な体上定義されたアーベル多様体に関して
モジュラー関数を定義し，それがアーベル多
様体のモジュライ空間上の高さ関数を定め
ることを示した．さらに，それが有界性に関
する性質をもつことも示した．この研究にお
いて重要な役割を果たしたのがアラケロフ
幾何で，後述する双有理アラケロフ幾何に関
する種々の結果につながるものである．また，
この結果は生駒氏の論文で使われ，代数体上
定義された楕円曲線についてのテート予想
の解決の重要な道具となった． 
 
（２）雑誌論文⑤の結果を書く．これは岩成
氏との共同研究である．この論文ではいわゆ
る加藤予想を解決した．代数多様体から一般
型の代数多様体への支配的有理射は有限で
あるというのは小林・落合の結果としてよく
知られている．これが対数的スキームのカテ
ゴリーで成り立つかという問いが加藤予想
である．論文では，半安定な代数的スキーム
上の対数構造を考え，このカテゴリーでの加
藤予想を解いた．その過程において，半安定
な代数的スキーム上の対数構造を分類し，半
安定な代数的スキーム上の剛性定理を確立
した．これが予想解決の鍵であった． 
 
（３）雑誌論文④の結果を書く．これは，雑
誌論文⑤で確立された剛性定理の一般化で
ある．雑誌論文⑤において証明された剛性定
理は代数閉体上におけるものであった．これ
を一般のネータースキーム上に拡張したの
がこの論文の主結果である． 

 
（４）次に雑誌論文③の結果を書く．この論
文において Harder-Narasimham フィルトレ
ーションの高次元算術多様体上での算術化
に成功した．これのさらなる応用を現在考え
ているところである． 
 
（５）雑誌論文②の結果を書く．この論文結
果は双有理アラケロフ幾何の創設を意味し，
極めて重要であるので詳説する． 
アラケロフ幾何は，Arakelov の論文
「Intersection theory for divisors on an 
arithmetic surface, Izv. Akad. Nauk SSSR 
Ser. Mat. 38 (1974), 1179̶1192 AMS 
Translation 8, (1974), 1167--1180」に始
まる．1 次元のアラケロフ幾何と言える 
Minkowski による数の幾何学を原型とする
算術曲面上における代数・幾何・解析の融合
による新しい幾何学の提唱であった．この論
文において，Arakelov は当初の目的をある
程度完成させたが，不十分なものであった．
これを完全なものにしたものが，Faltings 
による論文「Calculus on arithmetic 
surfaces, Ann. of Math.119 (1984), 
387--424」であり，算術曲面上での
Riemann-Roch の定理，Noether の公式等が
確立された．つづいて，その高次元化が課題
となったが Gillet-Soule の論文
「Arithmetic intersection theory, Inst. 
Hautes Etudes Sci. Publ. Math. 72 (1990), 
93--174」により，高次元算術多様体上での
交点理論が構築され，彼らの論文「An 
arithmetic Riemann-Roch theorem, Invent. 
Math. 110 (1992), 473--543」において算術
的 Riemann-Roch の定理が証明された．彼ら
の理論による典型的な応用は，エルミート可
逆層におけるノルムの小さなゼロでない大
域切断の存在定理である．種々の形が存在す
るが，最も強く一般的な形の結果は Zhang の
論文「Positive line bundles on arithmetic 
varieties, J. Amer. Math. Soc. 8 (1995), 
187--221」によるもので，Bogomolov 予想の
証明の鍵となったものであった．しかしなが
ら，Zhang による結果は，通常の双有理幾何
の立場から見た場合，非常に強い仮定（生成
ファイバー上で可逆層が豊富等）のもとでの
ノルムの小さなゼロでない大域切断の存在
定理であり，10 数年の間，この方面の研究
は停滞していた．この状況をブレイクスルー
したのが，雑誌論文②の結果である．この論
文により双有理アラケロフ幾何の研究の端
緒が開かれた． 
 
双有理アラケロフ幾何において，最も需要な
量の一つは算術的体積関数である．X は d-
次元射影算術多様体， L は X 上の連続な計
量をもつ可逆層とする．このとき，L の算術



 

 

的体積 vol(L) は 
 
vol(L) := limsupm -> ∞  
log #{s ∈ H^0(mL)¦‖s‖sup≦1 }/m

d/d! 
 
で定義される．非負の整数 n に対して， 
vol(nL)= nd vol(L) が成り立つことが知ら
れているので，PicC^0(X) で X 上の連続な計
量をもつ可逆層の同型類からなる群を表す
と，vol : PicC^0(X) -> R は自然に vol : 
PicC^0(X)⊗Q -> R に拡張することがわかる．
このとき，雑誌論文②において証明された
vol の連続性とは以下を意味する． 
 
 [算術的体積関数の連続性] 
L, A1,…, Ar は X 上の連続な計量をもつ Q-
可逆層とする．このとき， L, A1, …, Ar の
みによる定数 C が存在して，絶対値が 1 以
下の任意の有理数 ε1, …, εrに対して， 
 
¦ vol( L +ε1 A1+ … +εr Ar) - vol(L)¦  
               ≦C(¦ε1¦ + … + ¦εr¦) 
 
が成り立つ． 
 
この結果により次の一般化された Hodge の
指数定理と呼ばれる一般的な状況での小さ
な切断の存在定理が導かれる．これより，例
えば，算術的 Bogomolov 不等式もこの結果
の結論となる．その他にも，ネフな X 上の C∞ 
な計量をもつ Q-可逆層 L がビックであるた
めの必要十分条件は deg(Ld)>0 であること
もわかる． 
 
[一般化された Hodge の指数定理] 
L は X 上の C∞ な計量をもつ Q-可逆層とす
し，L は X -> Spec(Z) のファイバーに沿っ
てネフであり，c1(L)が半正であると仮定する．
このとき， Vol(L) ≧ deg(Ld) が成り立つ． 
 
この論文を契機に雑誌に投稿中のものを含
む種々の論文があるがこれについては，以下
の（６）以降で書く． 
 
（６）雑誌論文①においては以下のような雑
誌論文②の拡張を行った．すなわち，雑誌論
文②では連続な計量をもつ Q-可逆層に対し
て体積関数の連続性を証明したが，これを連
続な計量をもつ R-可逆層に対しても成り立
つことを示した．このことを証明するために，
雑誌論文②において鍵となった基本不等式
を多重変数の場合に拡張した． 
 
（７）投稿中の成果としては，以下の 2 つが
ある． 
 
○ａ森脇淳，Free basis consisting of 

strictly small sections, 
(arXiv:0903.3778). 
○ｂ森脇淳，Estimation of arithmetic linear 
series,( arXiv:0902.1357) 
 
 ○a においては，従来知られていた可逆層の
切断の空間がいつ狭義の小さい切断からな
る基底をもつかという Zhang による結果を
拡張した．Zhang による結果は，生成ファイ
バー上で可逆層が豊富，及び，チャーン形式
が半正である等の双有理アラケロフ幾何の
立場から考えるとかなり強い仮定をおくも
のであったが，適切な条件に置き換えた．具
体的には，例えば，以下のような結果を示し
た． 
 X は射影算術多様体とし，L は連続な計量
をもつエルミート可逆層とする．ある正の整
数 n0 と狭義の小さい切断  
 
          s1,…,sn ∈ H

0(X,n0L) 
 
が存在して，s1,…,sn は Q 上で共通零点を持
たないと仮定する．このとき，n が十分に大
きな整数のとき，H0(X,nL) は狭義の小さい切
断からなる基底を持つ． 
 
 ○b  においては，Yuan と Chen により，示
された算術的藤田の近似定理の拡張を示し
た．Yuan による算術的藤田の近似定理の証
明は，Mustata と Lazarsfeld によって代数
多様体上で用いられた Okounkov のアイデ
アの算術化による．その手法をさらに広い対
象に対して利用可能とすることは，双有理ア
ラケロフ幾何の発展のために不可欠と考え，
そのこと考察を行った．まずは，代数多様体
における線形系の概念の算術化を考えるた
め，凸格子を導入し，それに対して，Yuan の
結果を拡張した．具体的には，以下のような
結果を得た． 
 X は d-次元射影算術多様体，L は連続計
量をもつエルミート可逆層とする．さらに，
Kは H0(X,L) の凸格子とする．このとき，ν
は素数 p 上のよい旗から定まる X 上の付
値ベクトル関数とすると，次の不等式が成り
立つ． 
 
｜#ν(K＼{0})log(p) - log #(K)｜ ≦ 
 rank<K>Z (log(4 p rank<K>Z) + 
  log(4)rank(H0(0X)) 
    (σ(L)+log(2p rank <K>Z))/(log(p))) 
 
ここで，σ(L) は すべての C∞計量をもつ豊
富なエルミート可逆層 A を考えたときの 
 

   deg (c_1(A)d-1c _1(L))/(deg (Ad-1)). 

 
の下限である．この結果の応用として，Yuan



 

 

の予想していた結果を証明することができ，
さらに算術的体積関数の諸結果を算術的制
限体積関数に拡張することができた． 
 
（８）図書であるが，アラケロフ幾何の諸結
果をまとめた和書がなかったため，岩波書店
の数学叢書の一つとして出版したのが①の
図書である．双有理アラケロフ幾何の最近の
成果を取り入れた本となっており，海外でも
類を見ない本となっている．翻訳の計画が持
ち上がっている．本書の内容を具体的に示す
ため，以下にその目次を掲げておく． 
 
１．準備 
２．数の幾何 
３．算術曲線上のアラケロフ幾何 
４．算術曲面上のアラケロフ幾何 
５．一般の算術多様体上のアラケロフ幾何 
６．算術多様体上の体積関数と連続性 
７．算術多様体上における中井-Moishezon 

の判定法 
８．算術的 Bogomolov 予想 
９．Lang-Bogomolov 予想 
 
 図書②では研究集会で発表された成果を
英文の査読付きの論文集としてまとめた． 
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