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研究成果の概要： 

 
本研究の目的は、キューブや代数サイクルといった幾何的な対象を用いて、代数的 K 理論の

元を構成する方法を確立することであった。得られた結果は次のとおりである。（１）楕円曲面
上の一次や二次のキューブで、その Bott-Chern 形式が Kronecker-Eisenstein 級数を用いて表
されるものを構成した。（２）Goncharov により定義された代数的サイクル上の積分が、レギ
ュレーター写像に一致することの証明を考案した。（３）Goncharov による代数的サイクル上
の積分を Bloch のポリログサイクルに対して計算して、それがポリログ関数を用いて表わされ
ることを示した。 
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１．研究開始当初の背景 

 

代数体の上で定義された多様体のL関数の
特殊値が、レギュレーターとよばれる代数的
K 理論から Deligne コホモロジーへの写像を
用いて記述される、ということを Beilinson

は予想した。しかし、この予想が正しいこと

が確かめられている多様体の例は極めて少
ない。その理由は、代数的 K 理論の構造が全
く知られておらず、その元を構成することす
ら非常に困難である、という点にある。しか
し近年、キューブとよばれる代数多様体上の
ベクトル束からつくられる幾何的な対象を
用いて、その多様体の代数的 K 理論の元を表
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示する方法が開発された。また、そのように
して得られた元のレギュレーター写像によ
る像が、高次 Bott-Chern 形式とよばれる多
様体上の微分形式によって記述されること
も証明された。 

それとは別に、Goncharov は、代数的サイ
クル上の積分を用いて、高次チャウ群から
Deligne コホモロジーへの写像を構成した。
彼の定義した写像は、高次 Bott-Chern 形式
と深いつながりがあると筆者は予想したの
だが、Goncharov 自身はそれがレギュレータ
ー写像に一致することは証明しなかった。 
 
 
 

２．研究の目的 

 

本研究の目的は、代数的 K 理論の元を明示
的に構成して、そのレギュレーターを計算す
る方法を開発することであった。具体的には、
次のことを目標としていた。 

（１）キューブとその Bott-Chern 形式を
用いたレギュレーター写像の研究。適当なア
ーベル多様体の族を考え、その全空間上の特
殊関数と代数的Ｋ理論を Bott-Chern 形式に
より結びつけることによって、その関数をレ
ギュレーター写像の像としてもつようなア
ーベル多様体の代数的 K 理論の元を構成し、
それをつかってアーベル多様体のレギュレ
ーター写像を詳しく調べることを目標とし
ていた。 

（２）代数サイクルとそれに対応するカレ
ントを用いたレギュレーター写像の研究。
Goncharov はポリログ関数の関数等式を用
いて代数的 K 理論の元を組織的に構成する
ことができることを予想した。本研究では、
彼により開発された代数サイクル上の積分
を用いて、この問題に取り組むことを考えて
いた。そして彼の予想を証明して、それを
様々な多様体に適用することにより、レギュ
レーター写像の新しい研究手法を確立する
ことを目標としていた。 

 

 

 

３． 研究の方法 

 
（１）楕円曲線の族には、L 関数の特殊値

と関係の深い、数論的に重要な関数が存在す
る。本研究では、その族の上に、その
Bott-Chern 形式がその関数を用いて表せる
ようなキューブを構成する。そのキューブを
族のファイバーに制限することによって、楕
円曲線上のキューブが得られ、それを用いて
楕円曲線の代数的 K 理論の元を構成する。こ
のようにして構成される代数的 K 理論の元
のレギュレーター写像による像がもとの数

論的に重要な関数と関連づけられることは、
すぐにわかる。 

（２）代数サイクルを用いたレギュレータ
ー写像の研究の方法は、次のとおりである。 
まず、Goncharov により定義された代数サイ
クル上の積分が実際にレギュレーター写像
を記述していることを証明する。それから、
Bloch により定義されたポリログサイクル上
の積分を計算して、それがポリログ関数で表
せることを確かめる。最後に生成元と関係式
から得られるアーベル群の複体（ポリログ複
体）の情報を利用して、ポリログサイクルを
組み合わせて多様体上の代数サイクルを構
成する。 

 

 

 

４．研究成果 
 
 （１）について。本研究では楕円曲面上でこの
問題を考察した。まず初めに、楕円曲線の族の
上の次数１のキューブで、その Bott-Chern 形
式が１次の Kronecker-Eisenstein 級数で表さ
れるものを構成した。これは、楕円曲線の族の
上で定義される直線束の Deligne ペアリングを
使って定義される。次に、特別な次数１のキュー
ブの Bott-Chern形式は完全な微分形式であり、
その積分として得られる微分形式が２次の
Kronecker-Eisenstein 級数を用いて表される
ことを示した。そして、ある条件をみたす有理楕
円曲面の上では、その Kronecker-Eisenstein

級数を Bott-Cｈern 形式として持つような２次の
キューブを構成した。 
 このようにして得られた楕円曲面上の２
次のキューブをファイバーに制限して、楕円
曲線上の２次の代数的 K 群の元を構成する
ことを試みた。有理楕円曲面のモーデル・ベ
イユ格子の理論を用いることによって、ごく
限られた場合ではあるが、楕円曲線の２次の
代数的 K 群の元を構成することができた。 
 （２）Goncharov は、代数的サイクル上の
積分を用いて、高次チャウ群から Deligne コ
ホモロジーへの写像を構成したが、それがレ
ギュレーター写像に一致することは証明し
なかった。代数サイクル上の積分を具体的に
計算することによってレギュレーター写像
を研究する、という本研究の目的のためには、
あらかじめこの一致を証明しておくことは
必要不可欠である。筆者は、高次チャウ群に
関する Levine の研究にアラケロフ幾何学の
手法を組み合わせることにより、その証明の
枠組みを作った。具体的には、 iterated 

double とよばれる既約でない代数多様体（球
面の代数幾何における類似物）上のチャーン
類写像の理論を、ホモトピー代数を用いて構
成することを目指した。しかし、その構成の
詳細を調べて、その結果を論文にまとめるま



でには至らなかった。 

それとは別に、Goncharov の積分とレギュ
レーター写像との一致の別証明を見つけた。
これは Feliu 氏の学位論文の結果と筆者自身
が上記の証明の詳細を研究している中で得
られたある考察を組み合わせることによっ
て得られる。このことを筆者は、2008 年 3

月に行った Barcelona 大学の Burgos 教授と
の討論の中で確認した。現在、共著の論文を
作成中である。 

また、Goncharov による代数サイクル上の
積分を特別なサイクルに対して計算するこ
とによって、ポリログ関数が現れることがわ
かった。この結果は、これまでに指摘されて
きたレギュレーター写像とポリログ関数と
の関係を、新しく説明するものであり、また、
Goncharov の写像が本当にレギュレーター
写像を与えることの状況証拠にもなってい
る。それから、その結果を用いて、代数体の
レギュレーター写像に関する Zagier 予想の
別証明を与えることができた。   
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