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研究成果の概要： 
幾何化予想の解決に伴って，重要性がますます高まっている，3 次元の双曲多様体の研究を，
有限体積の場合と無限体積の場合を相互に関連づけながら遂行した．この研究で扱われる対象

は Klein 群，Teichmuller 空間，3 次元多様体，写像類群等多岐にわたり，それぞれの結果を
有機的に結合することにより進められた．特に Klein群と有限体積の 3次元双曲多様体でのそ
れぞれの研究成果を，互いに応用することにより，Klein 群では変形空間の大域的な性質を解
明する手がかりが得られ，有限体積双曲多様体では，体積の分布の漸近的な様子を調べる手法

が開発された． 
 
 
 
交付額 
                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 
2005年度 3,300,000 0 3,300,000 

2006年度 3,400,000 0 3,400,000 

2007年度 3,500,000 1,050,000 4,550,000 

2008年度 3,500,000 1,050,000 4,550,000 

  年度    

総 計 13,700,000 2,100,000 15,800,000 

 
 
研究分野：位相幾何学 
科研費の分科・細目：数学・幾何学 
キーワード：双曲多様体，Klein 群，Teichmuller 空間，3 次元多様体，Riemann 面，写像類
群 
 
１．研究開始当初の背景 
   Perelman による 3 次元多様体の幾何化
予想の解決に伴って，3 次元多様体の全体
像を理解するためには，3 次元双曲多様体
の研究を推進すべきことが明らかになっ
た．3 次元双曲多様体の研究では有限体積
のものと無限体積のもの（Klein 群）を並
行し，相関連させて研究する方が実り多い

ことが，Thurston による研究以来常識とな
っており，また Klein 群の研究自体は関数
論，複素力学型の研究にも大きなインパク
トを与えてきた．本研究はこの大きな流れ
に沿ったものであり，それぞれの対象の専
門的研究者を結集して双曲多様体の研究
を推進することが，大きな成果をもたらす
と期待した． 
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２．研究の目的 
  有限体積双曲多様体については，分類
問題に焦点を当てて研究をする．特に体積
の分布状況を調べるのが一番の目標であ
る．そのために，無限体積での研究成果を
応用できるのではないかと目論んだ． 
  無限体積双曲多様体，Klein 群の研究
においては，変形空間の位相的性質を調べ
ることに焦点を当てる．変形空間の研究は
Teichmüller 空間の研究との関連を軸とし
て 進 め る ． Teichmüller 空 間 に は
Weil-Peterson 距離のような有力な道具が
あるので，これを利用して，変形空間の境
界の様子を解明することを目指した．さら
に Teichmüller空間のデリケートな構造の
解明に不可欠な，写像類群の大域幾何的研
究も同時に進めることを考えた． 
 
３．研究の方法 
 研究は以下のような分担体制を組み，全
体の研究総括を大鹿が行った．定期的にセ
ミナー，研究集会を開いた．特に大阪大学
において本補助金を中心的に用い，低次元
トポロジーセミナーをほぼ毎週開催し，本
研究の推進に役立てた． 
 
(1) Klein群論を用いた研究． 
大鹿，相馬，宮地． 

(2) 3次元多様体を軸とした研究． 
小島，作間，相馬． 

(3) Riemann面，Teichmüller空間からの  
アプローチ． 
遠藤，宮地，河澄． 
 

４．研究成果 
 
（1） Klein 群論を用いた研究 
  大鹿と宮地は Minsky 等によって開発さ
れた，モデル多様体を用いた ending 
lamination conjecture の解決の研究を発
展させ，compact core が
boundary-reducible であるような場合の
モデル多様体の構成を明確化させた．この
結果を応用して，自由群の bounded 
cohomology の無限個の生成元を構成する
ことに成功した． 
  さらにモデル多様体の理論を特に
Riley slice の閉包に含まれる Klein 群に
ついて精密化し，一様なモデル多様体を構
成することに成功した．これは
boundary-reducible な core を持つ Klein
群の変形空間では初めての試みである． 
  相馬は Calegari-Gabai による
tameness 予想の解決や Minsky による

ending lamination 予想の議論を極小曲面
を用いたより幾何学的な方法に置き換え
る試みを続けた．この手法を発展させ，大
鹿と相馬は surface Klein 群の幾何的極限
を up to isometries で完全に分類するこ
とに成功した．この結果をより一般の
Klein 群に拡張する研究も進行中である． 
  大鹿はこの結果の一部分を変形空間
の位相構造の研究に応用し，surface Klein
群の列の発散条件をもっとも一般的な形
で与え，bumping が起きる場所についての
必要条件を与えた． 
 作間は秋吉，山下，和田と協力し，長年
内容が不明解な部分が残っていた，
Jørgensen による complex probability と
初等的な行列の議論を用いた
once-punctured torus quasi-Fuchsian 
space の研究を解明し，書籍として出版し
た． 
  さらに秋吉，宮地と共同で，McShane
の等式を once-punctured torus 群全体に
拡張することに成功した． 
 
(2)  3 次元多様体を軸とした研究 
  小島は，3次元多様体の様々な不変量
の漸近的な関係を調べることによる，体積
の分布の研究を金，高沢と共同で始めた．
特に双曲的な円周上の曲面バンドルにつ
いて，モノドロミーのエントロピーとバン
ドルの体積には，漸近的に 1次不等式の関
係があり，不等式の係数をもっとも効率よ
くとると，それは曲面の種数による定数に
なることを示した．実はこの現象は，(1)
で述べた幾何的極限の分類の研究と密接
な関係があることが，その後の大鹿，金，
高沢の研究で解明されつつある． 
  相馬はSeifert多様体についてホモト
ピー同値が同相を導くという P.Scottの定
理について極小曲面論を用いた簡明な証
明を与えた． 
 
(3)  Riemann 面，Teichmüller空間からの
アプローチ． 
 写像類群を大域幾何的に調べることは
双曲多様体の研究と関連が深い．遠藤は
Kotschikと共同で，写像類群からの擬準同
型写像の研究を行った．その結果，写像類
群の元は擬準同型では分離できないこと
があることが示された． 
  Teichmüller空間の研究は Klein 群の
研究と切っても切り離せない関係にある．
宮地は Teichmüller空間の極値的長さを用
いたコンパクト化を考え，それを通常の
Thurston コンパクト化，すなわち双曲的
長さを用いたコンパクト化とどのように
違うかを調べた． 
  無限型の Riemann 面においては，有



 

 

限型の場合の Teichmüller空間の適切な一
般化はむしろ漸近的 Teichmüller空間では
無いかと思われている．宮地は漸近的
Teichmüller空間について，Bers埋め込み
を考え，いわゆる Bers の density がこの
場合には成立しないことを示した． 
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