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研究成果の概要：量子力学系の性質を定量的に記述することは一般には困難であるがその中で 
完全積分可能系と呼ばれるクラスに関しては多少とも詳しい記述が可能であると思われている． 
これまでの研究の多くはそのような系をある種の無限次元代数系の表現論と関連づける形でな 
されてきている．本研究においてはそのような関連をほかの諸分野，たとえばフックス型 
微分方程式の理論などと関連づけるなどにより拡げることにより幅広い手法の適用可能性
を示した 
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                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 
2005 年度 2,700,000 0 2,700,000 

2006 年度 2,100,000 0 2,100,000 

2007 年度 1,300,000 390,000 1,690,000 

2008 年度 1,700,000 510,000 2,210,000 

  年度    

総 計 7,800,000 900,000 8,700,000 

 
 
研究分野：数物系科学 
科研費の分科・細目：数学・大域解析学 
キーワード：可積分系，一般超幾何微分方程式 
 
１．研究開始当初の背景 
研究開始当初においては Veselov, Chalykh
等により，ソリトン理論において大きな役割
をはたした Baker-Akhiezer 函数の多変数版
を用いた Calogero-Moser-Sutherland 系の研
究およびそれから派生したルート系の変形， 
ホイヘンスの原理を満たす新たな微分作用
素の構成などの研究などがあり，可積分系を 
めぐる新たな研究の方向と考えられていた． 
 
２．研究の目的 
当初は完全積分可能な多体量子力学系の構
造，特にその固有函数の構造について理解を

深めることを目指していた．とりわけルート
系と関係する量子可積分系の固有函数の大
数的な性質に関してより深い知見を得るこ
とを目指した．Veselov, Chalykh等の研究の
方向をさらに進めて，ルート系の新たな変形
を求めること，あるいはそれに関係して登場
する Baker-Akhiezer 型函数のより詳しい性
質をソリトン理論との関連で調べることな
どにより可積分系の新たな側面を見い出し，
同時に関連する諸分野との係わりについて
の理解を深め，可積分系の内容を豊かなもの
にしたいと考えた． 
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３．研究の方法 
すでに見いだされているルート系の変形に
対応する Dunkl 作用素の類似物を考えアフ
ィンヘッケ環などの代数系に近い構造があ
るかどうか調べる． 同時に，関連する代数
系について調べる．また Baker-Akhiezer 型
函数の性質をより詳しく調べるために確定
特異点型の微分作用素の理論などとの関連
を調べる．またこれらの手法と二次元可解格
子模型を解く際に用いられる Bethe 仮説の
方法との関連も探る． 
 
４．研究成果 
Chalykh, Feigin等と連絡をとりつつ，ルー
ト系の変形の新しい例を探すことを試みて
みてみたが明確な成果を得ることはできな
かった．またルート系の変形に対応する
Dunkl作用素の類似物を考えても，通常のル
ート系の場合とは異なりそれらは可換とは
ならず，別の観点が必要であることがわかっ
た．Feiginの最近の研究によれば知られてい
るそのようなルート系の変形の多くはより
高次元の通常のルート系のある種の射影め
いたものと考えることができる．代数的側面
を調べるにはこの視点からの見直しが必要
と思われる． 
 Baker-Akhiezer 型函数は指数函数と有理
式の積の形を持つ．指数函数の部分の形は定
まっており有理式の部分を決定することが
問題となる．その決定の手法には二次元格子
上の統計力学模型を解く際に用いられる
Bethe仮説の方法と似た面がある．またこの
函数の有理函数部分の展開係数は後に述べ
る準不変式となっている．これらの函数につ
いてこれまでに知られているのは存在定理
であり，立ち入った性質についてはほとんど
わかっていない．具体形を求めるためにも後
に述べる準不変式について調べた．最近の野
海らの研究により Macdonald 多項式の一般
化ともみることができる Koornwinder 多項
式について変数と添字に関してある種の双
対性があることがわかった．このような観点
が多変数 Baker-Akhiezer 型函数に対して有
効であるかどうかも今後の課題である． 
 上に述べた Bethe仮説の手法との関連で， 
二次元可解格子模型の一つである chiral 
Potts 模型の基底状態を記述するさいに用い
られる多項式について調べてみた．これは直
接には上に述べた問題とはつながらないの
であるが，量子力学系を定義するハミルトニ
アンの固有ベクトルを調べるという観点を
通してつながっている．von Gehlenと Roan 
はそれらを成分とするベクトルがある種の
一階の連立微分方程式をみたすこと示し，さ
らに格子模型の各頂点に与える変数のとる
値 N の範囲が小さい場合に個々の成分が満
たす高階の微分方程式を導いた．N=2 の場

合には超幾何微分方程式であり，N=3 の場
合にも具体形を与えているが知られている
ものとの同定はなされていなかった．彼らは
直交多項式との関連を探ろうと試みている
が明確な結論は得られていない．この研究で
は， 数式処理を用いて種々の具体例の計算
を行い冪函数の補正を行えばそれらの微分
方程式が一般超幾何微分方程式であること
を見いだした．成分毎にこの一般超幾何微分
方程式は少しずつ異なっている．微分方程式
の立場からの研究では高階の一般超幾何微
分方程式を一階の連立微分方程式に書き換
えるという研究は行われているが，ここでの
作業はその逆の方向であり，また異なる一般
超幾何微分方程式が混じりあったものであ
り，従来の研究ではあまり注目されてこなか
った部分である．そのため全くの手探りでの
計算であった．計算過程において，Stirling
数あるいはその一般化である数を成分に持
つような行列，及びその逆行列を用いる計算
が必要となった． 
 この結果によりこれまでも可積分系とフ
ックス型微分方程式の理論との関係は共形
場理論の相関函数が満たす微分方程式とし
て，あるいは chiral な共形場理論に現れる
Knizhnik-Zamolodchikov 方程式との関係な
どとして知られていたが，さらに新たな関係
を付け加えることになり可積分系の理論を
より深いものとした．このような研究を通し
てこれまでそれほど注目されてこなかった
一般超幾何微分方程式ではあるが可積分系
の研究と広いつながりがあることに一端が
明らかになった．一般超幾何函数と直交多項
式との関連について調べることも今後の課
題である．特に，模型の固有値，固有ベクト
ルの詳しい情報を得るにはこれらの多項式
の零点に関して調べることが必要となる．物
理学的な考察からはそれらがすべて実数で
単純であると思われているがまだ数学的な
証明はない．また基底状態ではない一般の場
合に対しては，まだ数学の立場からの結果は
ない．そこに現れる多項式が sl2 型のループ
代数の有限次元表現のDrinfelt多項式と関連
しているという出口-西野の研究があるが，ま
だその具体的なつながりについては解明さ
れていない． 
  もともとの目的に近い成果としては大学
院生の土田忠義がおこなった準不変式に関
す る 研 究 が あ る ． 準 不 変 式 は
Calorero-Moser-Sutherland 系の積分（系の
ハミルトニアンと可換な作用素）と対応して
おりその具体形を求めることは重要な問題
ではあるが，これまでほとんど知られていな
かった．土田は n 次対称群の場合に， 
Bandlow-Musiker が与えた二段の鉤型の場
合の準不変式の具体形をもとに，一般の鉤型
のヤング図形に対応する準不変式の自由基



 

 

底を与えた．この結果は今後の準不変式，さ
らには Baker-Akhiezer 型函数などの研究に
大きな意味を持つと考えられる． 
 研究分担者（後に連携研究者）は代数的ゲ
ーム理論，圧縮性粘性流体の方程式の漸近挙
動，Bergman 核の漸近展開，量子代数の表現
論，リー超代数の表現論，結晶基底の理論，
Painleve 方程式などの研究を通して当初の
研究目的をめざし成果をあげた． 
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