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研究成果の概要： 有限単純群の特質を表すのに有効な組合せ構造は、一般化された多角形と

サークル幾何などから組み立てられる。サークル幾何のベクトル空間中への表現である「高次

元双対弧」のうち、最大個数のメンバーを持つものを「高次元双対超卵形」と呼ぶ。本研究で

は、高次元双対超卵形の構成、分類が進展した。特に、二重可移な自己同型群を持つもののほ

ぼ完全な分類が得られ、既知の例のうち極空間に埋め込めるものも確定した。更に、2005年以
来新しい系列が発見されて盛んに研究が行われている非線形関数（偶標数の有限体上の関数の

うち最も線形関数から遠いもの）が quadratic であれば、２元体上の高次元双対超卵型が構成
できることを観察した。これは高次元双対超卵形が、非線形関数の研究に有効な幾何学的アプ

ローチを与える可能性を示唆する。 
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2005年度 900,000 0 900,000 
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2008年度 800,000 240,000 1,040,000 
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１．研究開始当初の背景 
研究代表者の興味の中心は、有限単純群の性
質をよく説明する組合せ幾何構造にある。
Tits による球面型の建物理論(1974年)によ
れば、一般化された多角形を組み立てれば、
Lie 型の群を良く説明する幾何構造である
建物(building)が得られる。有限単純群の分
類完成が間近に迫った 1980 年頃、一般化さ

れた多角形に加えてサークル幾何とその他
少しの特別な幾何を組立て材料として採用
すれば、散在型単純群を含むすべての有限単
純群を説明する幾何構造が得られることが
観察された。これらの幾何構造は単純群のあ
る部分群のなす複体と見なせるが、部分群複
体の「表現論」は、複体を組合せ論的に扱う
際の有効な手段として 1985年頃から
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S.D.Smith, M.Ronan, AA.Ivanov, Shpectorov
らを中心に開発されてきた。 
 
研究代表者は平成 9年度から 12年度に科学
研究費補助金の交付を受けた研究「群の作用
する複体の意義と特徴付け」において、サー
クル幾何を許した幾何構造である「拡大双対
極空間」を研究した。そこでは、従来の群論
的手段では捉えられなかった対称性の低い
拡大双対極空間を構成するため、サークル幾
何の表現が必要となった。「高次元双対弧」
という概念は、可換代数の範疇におけるサー
クル幾何の表現であり、Pasini, Huybrechts
及び代表者により、あるベクトル空間中の特
殊な交わり方をする部分空間の束として
1996年頃に定式化された。この概念は、それ
以来、有限幾何や組み合わせ論における多様
な数学的対象を説明するのに有効に使用さ
れてきた。 
 
一方、上記研究「群の作用する複体の意義と
特徴付け」において、一般化された建物やサ
ークル幾何は単純群の根基部分群のなす複
体と本質的に関連していることが研究代表
者及び S.D. Smith により 1997年頃観察さ
れた。研究代表者が平成13年度から15年度
に積極的に推進した科研費研究「散在型単純
群の根基 p-部分群の決定とその応用」は、
一般化された建物やサークル幾何以外の、群
論的に意味のある組合せ幾何構造（単純群の
根基部分群のなす複体と本質的に関連して
いるもの）をすべて尽くそうという意図に基
づくものである。その成果として、すべての
散在型有限単純群とすべての素数 p に対し
て、根基 p-部分群が分類された。5 の論文
○2,○3にその成果がまとめられている。また、
この成果に基づき、Bensonと S.D.Smith に
より、各散在型単純群に対する2-完備分類空
間が構成された(Classifying spaces of 
sporadic groups, AMS monograph 147, 2008). 
 
２．研究の目的 
1 に述べた状況を受けて、本研究では次の３
主題に関する研究の進展が目的として設定
された。 
 
(a) 部分群複体の可換及び非可換な表現論 
(b) 異なる素数に対する根基部分群幾何達の
相互関連 
(c) 高次元の双対弧 
 
主題 (b) は根基部分群の分類完成の成果に
引き続き追究すべき自然なものであり、主題
(a) の発展は、これらの（具体的な）部分群
幾何のなす構造の表現を通じて有限単純群
を説明する組合せ構造を発見する上で欠か
せない。主題 (a) のうち、特にサークル幾何

の可換表現が主題 (c) であり、その研究を更
に推し進めることは、散在型単純群の本質を
解明する上で重要である。 
 
科研費申請時には、それぞれのテーマに対し
て、具体的な問題を次のように設定した。 
 
(a):(a-1) 散在型単純群に対する中心的根基
幾何の非可換普遍表現群を決定する。 
(a-2) ホモトピー同値変形と普遍群の関連に
ついてのなんらかの一般的結果。 
(b):(b-1) 群 G の involution  centralizer 
における p-部分群複体の構造が 2-中心的根
基幾何と p-中心的根基幾何の関係にどのよ
うに反映するかの説明。 
(b-2) 基本可換 p-群のなす複体のホモロジ
ーの最小非消滅次元が p-階数(-1) より本当
に小さくなるような有限単純群の完全決定。
(Quillen 次元問題） 
(c): (c-1) 高次元の双対超卵形の構成と分類
（特に極空間中に実現できるものの分類）。 
(c-2) 関連する（多変数の）置換多項式の分
類。 
 
これらの具体的問題設定は、研究の進展につ
れて多少の修正・変更を余儀なくされたが、
おおよそこの観点に従って以下述べる。 
 
３．研究の方法 
2 におけるそれぞれの主題に対して、以下の
専門家との研究打ち合わせ（実際に対面して
の討論または電子メイルなどによる意見交
換）を中心とした方法で研究が行われた。 
(a) A.A.Ivanov (特に東大滞在期間の討論) 
(b) S.D.Smith, M.Ronan, 澤邊正人, 八牧宏
美, 飯寄信保, 千木良直紀 
(c) Pasini, J.Thas, A.Del Fra, Penttila, van 
Maldeghem, M.Brown, J.Hall, 中川暢夫,谷
口浩朗 
 
成果を論文にまとめる際には、各種の集会に
おける代表者の講演に対する質疑応答を参
考にした。特に、次の研究者（敬称略）と交
わされたものが役立った。 
坂内英一、伊藤達郎、宮本雅彦、北詰正顕、
山田裕理、宗政昭弘、原田昌晃、平峰豊、末
竹千博、秋山献之、島倉裕樹 
 
主題(c)に関連して研究中に生じた非線形関
数の関わりについては、Carlet 氏及び中川暢
夫氏を介して未公開のプレプリントなどの
形で多くの情報を得て、その内容を大学院向
けの講義や中川氏の大学院学生南氏らとの
勉強会などにおいて紹介することにより、代
表者の非線形関数への理解を深めるのに役
立てた。 
 



 

 

４．研究成果 
(1) ２で述べた３つの主題のうち (a),(c) に
関しては (c) に関係するものが主体となっ
た。主題 (b) に関しては、1 で述べた
Benson-S.D.Smithの論文検討に終始し、そ
の完成に多少の貢献をしたこと並びに (b-2) 
に関する計算的結果を得た以外（未発表）は、
論文として発表できるような成果は得られ
なかった。 
 
(2) テーマ (c ) に対する成果。 
目標 (c-1) に関するもの： 
(i) 新しい高次元双対超卵形が構成され、そ
れらと従来の構成例との関連が明らかにさ
れた。（5の論文○12 ,○10 ,○5 に発表） 
 
論文○12では、Huybrechts 双対超卵形の微少
変形として高次元双対超卵形が得られるた
めの条件を定式化し、このようにして得られ
る高次元双対超卵形を分類した。論文○10では
代表者が 1999年に置換多項式を用いて構成
した高次元双対超卵形をより一般に扱い、同
型問題を解決し、自己同型群は 1999年に考
察した場合を除いて可移でないことを示し
た。論文○5 では谷口浩朗氏の構成した高次元
双対超卵形が Huybrechts 双対超卵形で被
覆されることを示し、この事実の応用例を示
した。 
 
(ii) 二重可移な自己同型群を持つ高次元超卵
形のほぼ完全な分類と特徴付けを得た。（5の
論文○2 ,○1 ） 
 
Pasini-Huybrechts は 1999年に二重可移
な自己同型群を持つ高次元双対超卵形の分
類を試みているが、上記の論文では、そこに
おいて存在が未確定であった場合を消去し、
全く手が付けられていなかった二元体上定
義される場合においても精緻な結果を得た。
論文○2 で得られた、1999年に代表が構成し
た高次元双対超卵形の特徴付けは、有効な結
果として将来もよく使われると予想される。 
 
(iii) 既知の高次元の超卵形のうち、極空間に
埋め込めるものを決定した。（論文○4 に発表） 
 
目標 (c-2) に関するもの: 
(i) quadratic な関数からある種の部分空間
の束が作れるが、関数がＡＰＮ関数であるこ
とと、この束が２元体上の双対超卵形である
ことが同値であるという事実が観察された。 
 
ＡＰＮ(almost perfect nonlinear)関数とは、
偶標数の有限体上の関数のうち線形（アフィ
ン）関数から最も遠いものであり、暗号論に
おいて重要な応用を持つ対象である。ＡＰＮ
関数は、本質的には単項式で表示できると予

想されていたが、この予想を覆す quadratic 
ＡＰＮ関数の例が 2005 年に構成されて以来、
活発にＡＰＮ関数が構成されている。 
 
しかしながら、ＡＰＮ関数がおおよそどれだ
けあるのか等の問題は、殆ど扱われていない。
上に述べた事実は高次元双対超卵形が、こう
した問題に対する幾何学的アプローチを与
える可能性を示している。既に研究代表者や 
Edel 氏による未発表の成果が得られており、
この方向の追究を目指す研究「高次元の双対
弧と非線形関数」は平成２１年度から２４年
度の科研費研究として採択されている。 
 
(3) その他、ＡＰＮ関数の候補である関数を
有限幾何学的方法から構成する手法を示し
たのが５の論文○3であり、ある種の一般化さ
れた四辺形の非存在を差集合的手法により
示したのが論文○6である。論文○8は置換群の
扱いに関するものであり、論文○7は、高次元
双対弧に関する世界初の概説である。2006年
頃までの殆どの知見がここに述べられてい
るが、代数的（表現論）観点が中心である。 
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