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研究成果の概要：  
  同時ペル方程式 x^2 – a z^2 = y^2 – b z^2 = 1 の正の整数解の個数が 2 個以下だという
定理を証明し，雑誌論文として発表した. また, より一般的で，代数的数体との関係の深い不
定符号の一般化された同時ペル方程式 | a_1 x^2 – a z^2 | = | b_1 y^2 – b z^2 | = 4, 
(a_1, a, b_1, b: 正のパラメーター, x, y, z: 未知整数) を研究した. 不定符号の一般化された同
時ペル方程式に適用できるように Yuan の p-進的な間隙原理を一般化した．実複 2 次体の類群
の研究の発展につながる研究であり，8 次以上の CM 体の類群の構造の研究にフィードバック
が期待される. 
  導手が 2 の巾の円分体の実部文体の類数が常に 1 であるとの Weber の予想がある．
Weber のこの予想の研究に単数の大きさの下からの評価が有効である．類体論の計算的側
面や不定方程式の研究で培った技術を応用することにより、次のような評価を得た: K を
該当する体の 1 つとし，その導手を f で表す. F を K の部分体のうち [K:F] =2 を満た
す唯一のものだとする. K の単数εの F へのノルムが  -1 であるとの条件の下で，
εの平方の有理数体へのトレースは  f(f/2-1)/4 以上である．  
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１．研究開始当初の背景 
  不定方程式は整数論の分野の端緒とな

る問題である．また，不分岐拡大の構成，代
数的数体のパラメーター族の重複の研究, 



代数的数体の単数のコントロールなどに使
われている．不定方程式は解の無限族が見つ
かる場合，解の個数の有限性がわかる場合，
解の大きさの上界が分かる場合, 個別の方
程式の解が全て分かる場合などがある．この
うち有限性については，方程式の形を詳しく
決めないと解の個数の評価がよくできない
ことが通例だった．解を全て見つけるにはさ
らに方程式の形を詳しく決める必要があっ
た． 
  Bennettの研究に触発されて本研究者が
不定方程式の解の間隙原理を見つける連続
的な方法を発見して数年がたっていた．この
方法を 3次のThue方程式に応用して，a x^3 + 
b x^2 y + c x y^2 + d y^3 = 1 の形の方程
式で左辺が 3重根をもたないものについて判
別式が十分に大きいとの技術的な条件の下
で整数解の個数が 7個以下になることを本研
究者が示していた． 
同時ペル方程式は単数群が小さくイデアル
類群の大きな体を見つける研究の上で重要
である．しかし，同時ペル方程式の解の個数
の個数の評価であまりよいものは知られて
いなかった．x^2 – a z^2 = y^2 – b z^2 = 1 
のタイプの方程式の正の解の個数が 3個以下
だとの Bennett の仕事がブレーク・スルーで
あったが，証明が難しく, 改良や一般化が困
難であった．本研究者が鍵になる間隙原理の
証明を簡単にする連続的方法を発見したが， 
Bennett の結果の改良には至っていなかっ
た．Yuan が新しい間隙原理を見つけたため，
研究の進展に希望が見えてきていた． 
  CM-体の類群の研究については，p-rank 
の大きい拡大の族が尾崎らによって作られ
ていて, 岸が Scholz の鏡映原理を精密にし
ていた．複数の CM-体のイデアル類群を調べ
るための基礎になる研究であり，類数 1 問題
にも応用がある． 
  一方，類数の小さいCM-体の研究では，
部分体を持つCM-体が困難な部分である．包
含関係を持つCM体の相対類数の整除性につ
いては，CM-体k が CM-体 K に含まれると
き, k の相対類数が K の相対類数の 4 倍を
割り切るという一般化された堀江の整除性
がを本研究者が示していて，部分体を持つ
CM-体の類数問題の大きなとっかかりにな
ったが，一般化された堀江の整除性の精密化
はなかなか進んでいなかった． 
  そのため，単数の分かりやすい総実代数
的数体やCM-体を計算機で調べること, 相対
類数の大きい CM-体を計算機で調べること
などが必要になっていた 
 
 
 
 
 

２．研究の目的 
  不定符号の一般化された同時ペル方程
式の整数解の個数の精密な評価を発見し，2
次体などの生成元が系統的に記述される体
に詳しい研究者と協力して，総実な代数的数
体, CM-体のイデアル類群の研究を発展させ
る． 
  また，次数の高い CM-体で最大総実部分
体のイデアル群と CM-体の相対類群の構造
を実際的に分離できるものを見つける．CM-
体の類数問題で kernel の方法と cokernel 
の方法があるが，その役割を理解する助けと
なる． 
  Scholz の鏡映の高次の CM-体への影響
を調べ，拡大体の構成法や相対類群の構造を
理解する． 
  単数，イデアル類群が分かる総実代数的
数体や CM-体の族を見つける． 
  以上を通して，堀江の整除性の背後にあ
る構造を理解する. 
 
３．研究の方法 
  計算機を用いて，線形漸化式を満たす数
列を調べて，合同式の意味の周期性を詳しく
調べ，不定符号の一般化された同時ペル方程
式に通用する間隙原理を発見する．同時ペル
方程式の場合の Yuan の間隙原理の一般化で
あるが，Yuan の方法が全く通用しない方程
式のパラメーターが見つかっているため，
様々なパラメーターの値について，数値実験
を行い，そのような同定する．不定符号の一
般化された同時ペル方程式に関連する連続
量の幾何的／解析的構造を調べるため，数式
処理システムをはじめとするソフトを用い
て，連続量のグラフの様子を観察する．この
方法は 3 次の Thue 方程式の研究で成功し，
4次のThue方程式でも効果を発揮している． 
  代数的数体で類数の小さいものや, 単数
の分かるものを数論ソフトを用いて探して
研究する．代数的数体のみならず，単数群や
イデアル類群に作用するガロワ・モジュール
の構造についても数値実験を行う．そのため，
数論ソフトと市販の数式処理システムを併
用する． 
  不定方程式の分野の研究者，具体的に与
えられた数体の研究者は共に国内に広く分
散している．また，岩沢理論の研究者と刺激
し合うことが CM-体の研究に必須であるが，
岩沢理論の研究者は関西以外の地方や東京
に多く，関西には少ない．そのため，研究の
進捗を様々な場所で発表し，関連する研究者
と刺激しあう． 
  具体的に与えられた数体の研究につい
ては，類体論の理論に近い部分の研究は日本
が中心であり，岩沢理論も日本がかなり強い
が，計算機アルゴリズムの研究はヨーロッパ
が進んでいる．不定方程式については，ヨー



ロッパ，ロシアとインドが世界の研究の中心
である．そのため，国際学会で発表して，関
連する研究者と刺激し合う必要がある． 
 
４．研究成果 
  同時ペル方程式 x^2 – a z^2 = y^2 – b 
z^2 = 1 の正の整数解の個数が 2 個以下だと
いう定理を証明し，雑誌論文として発表した. 
また, より一般的で，代数的数体との関係の
深い不定符号の一般化された同時ペル方程
式 | a_1 x^2 – a z^2 | = | b_1 y^2 – b z^2 
| = 4, (a_1, a, b_1, b: 正のパラメーター, x, 
y, z: 未知整数) を研究し, 非負整数解の個数
が 3 個になるパラメーターの族を発見した．
また，散発的に非負整数解の個数が 3 個にな
ることがある．max{a_1,a,b_1,b}がある定数
以上で，パラメーターが上記の類に属しない
場合に，非負整数解の個数が 2 個以下になる
ことを証明できる見通しがついた． Yuan の
p-進的な間隙原理の一般化と連続的方法によ
る間隙原理に補助的な間隙原理を組合わせ
ることによってこの目的を達成できる． 
  Yuan の間隙原理の一般化の成功がその
中心でありLithuaniaの Siauliaiや日本大
学の研究集会の発表の内容である．その概
要を国内では佐賀大学の小さな集会で
講演し，中原氏，片山氏にきいてもら
った．両氏からの示唆で総実 4 次体の
族の類数問題に応用することを目的と
して始めた研究であり，総実 4 次体の
類数問題の研究が今後は両氏の手で進
んでいくものと期待している．  
  導手が 2 の巾の円分体の実部文体の類
数が常に 1 であるとの Weber の予想があ
る．Weber のこの予想の研究に単数の大き
さの下からの評価が有効である．類体論の
計算的側面や不定方程式の研究で培った技
術を応用することにより、限定的ではある
がかなり強い評価を導くことができた．K 
を該当する体の 1 つとし，その導手を f で
表す. F を K の部分体のうち [K:F] =2 
を満たす唯一のものだとする. 本研究では 
K の単数εの F へのノルムが  -1 との
条件の下で，εの平方の有理数体への
トレースが  f(f/2-1)/4 以上であるこ
とを示した．この結果を使うと，K の
類数の因子となる素数の候補を 2 の高
い巾を法とする合同類に封じ込むこと
ができる．  
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