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研究成果の概要（和文）：本研究では，電子状態計算，プラズマシミュレーション，亀裂進展シミュレーション
など計算物理の様々な分野に適用可能な行列計算ソルバを開発した。特に，疎行列および帯行列向けの連立1次
方程式直接解法と密行列向けの一般固有値解法を中心とし，同期点の少ないアルゴリズムの採用や計算機環境に
応じたアルゴリズムの自動選択などにより，高い強スケーリング性能を目指した。また，開発したソルバを有機
高分子系の時間発展シミュレーションや亀裂進展シミュレーションに適用し，効果を確認した。

研究成果の概要（英文）：In this study, we developed matrix solvers which are applicable to a wide 
range of computer physics applications, such as electronic structure calculation, plasma simulation 
and crack growth simulation. Our main targets are direct solvers for sparse and band matrices and 
generalized eigenvalue solvers for dense matrices. With the use of communication-avoiding algorithms
 and automatic code selection techniques, our solvers aim at achieving high strong-scaling 
performance. We applied our solvers to time-dependent simulation of organic polymeric materials and 
crack growth simulation and verified their performance.

研究分野： 高性能計算，数値解析

キーワード： 固有値計算　連立1次方程式　並列化　電子状態計算　プラズマシミュレーション

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
従来の行列計算ライブラリは，プロセッサ数に比例して問題サイズを大きくする弱スケーリング条件下での性能
を追求してきた．しかし，分子動力学やプラズマシミュレーションなど長時間の時間発展が必要な問題では，1
ステップの計算時間を極力短縮するため，強スケーリング性能が重要である．本研究で開発した疎行列直接解
法，一般固有値解法などの行列解法は，強スケーリング性能に重点を置いて設計されており，今後，計算物理分
野での活用が期待される．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
科学技術計算では，連立 1 次方程式の求解や行列の固有値計算などの行列計算が中心的な役

割を果たす．近年では，アーキテクチャの高度化・複雑化に伴い，計算機の性能を引き出すに
は高度な最適化技法が必要となり，そのため，高性能な行列計算ライブラリの重要性が増して
いる．これまでに，LAPACK，ScaLAPACK，Eigen-Exa など，様々な高性能行列計算ライブ
ラリが開発されているが，これらは基本的に弱スケーリングの条件下での性能，すなわち，プ
ロセッサ数に比例して問題サイズを十分大きくしていったときの性能を最大化することを目指
している． 
一方，近年の科学技術計算では，強スケーリング性能，すなわち，問題サイズを一定として

プロセッサ数を増やした時の並列性能が重要な応用も多い．典型的な例は時間発展問題である．
たとえば分子動力学やプラズマシミュレーションでは，物理的に興味のある現象を観察するた
め，100 万ステップの計算を行うことも珍しくない．この場合，現実的な時間で計算を終える
には，プロセッサ数を増やすことで 1 ステップの計算時間を極力短縮する必要がある． 
研究代表者はこれまで，固有値計算を中心とした行列計算アルゴリズムの研究に従事してお

り，特に，超並列向けにプロセッサ間の通信／同期オーバーヘッドを削減した解法や階層型メ
モリ向けの最適化技術の開発に注力してきた．これらの技術を活用することで，強スケーリン
グ性能に優れた行列計算ソルバを開発できる見込みが高いと考え，本研究を構想するに至った． 
 
２．研究の目的 
 これまでに研究代表者らが蓄積してきたプロセッサ間の通信／同期オーバーヘッド削減技術
や階層型メモリ向けの最適化技術を活用することにより，高い強スケーリング性能を持つ行列
計算ソルバを開発する．特に，計算物理で多くの需要が見込まれる次の機能に重点を置いて開
発を行う． 
(1) 密行列に対する実対称一般固有値問題の解法 
(2) 疎行列及び帯行列に対する連立 1 次方程式直接解法 
(3) クリロフ部分空間法に基づく連立 1 次方程式反復解法 
また，超大規模電子構造計算ソフト ELSES やプラズマ解析ソフト Particle-PLUS などの実

アプリを用いて，開発したソルバの評価を行う． 
 
３． 研究の方法 
(1) 密行列に対する実対称一般固有値問題の解法 
 本項目では，電子状態計算分野で重要となる実対称一般固有値問題 Ax=λBx（A: 対称行列，
B:対称正定値行列）の超並列向け解法を扱う．実対称一般固有値問題に対しては，ScaLAPACK，
EigenExa，ELPA などの高性能ライブラリが開発され，広く利用されている．しかし，最速と
なるライブラリは，計算機環境や行列サイズによって異なる．また，これらのライブラリは基
本的に全固有値・固有ベクトルを計算することを目的としており，部分的な固有値・固有ベク
トルのみが必要な場合でも，そのことを利用して計算量を削減することは困難である．そこで
本研究では，ScaLAPACK，EigenExa，ELPA を構成する下位ソルバ（実対称一般固有値問題
の実対称固有値問題への変換，及び実対称固有値問題の解法）を自由に組み合わせて，計算機
環境と問題サイズに応じた最適なソルバを構成できるフレームワークを構築する．また，最適
なソルバを自動的に選択できる自動チューニング手法を確立する．さらに，部分固有値・固有
ベクトルを高速に求めることができる新しいソルバを開発する．開発したこれらのソフトウェ
アは，超大規模電子構造計算ソフト ELSES で生成したテスト行列を用いて評価する． 
 
(2) 疎行列及び帯行列に対する並列版連立 1 次方程式直接解法 
 本項目では，対称正定値な疎行列および帯行列に対する並列版の連立 1 次方程式直接解法を
開発する．これらのソルバは構造解析や時間発展型の電子状態計算で重要である．疎行列解法
については，スーパーノード型マルチフロンタル法によるコレスキー分解を基本とし，複数の
フロンタル行列を同時に分解することで並列性を抽出する．また，緩和型スーパーノードを用
いることで，階層メモリ向けの最適化を行う．緩和型スーパーノードについては，緩和パラメ
ータの設定が重要であり，これを自動チューニング技術により自動決定することも試みる．本
ソルバは，主としてメニーコアプロセッサ向けに開発する．一方，帯行列解法については，帯
行列をブロック 3 重対角行列と見て，ブロック版の 1 次元 Nested Dissection 法により並列性
を抽出する．本ソルバについては，共有メモリ型と分散メモリ型の両方の並列版を開発する． 
 
(3) クリロフ部分空間法に基づく連立 1 次方程式反復解法 
 本項目では，対称正定値な疎行列およびシフト線形方程式を対象として，前処理付きクリロ
フ部分空間法に基づくソルバを開発する．前処理法としては，大粒度並列性を持ち，かつ収束
性に優れたブロック赤黒順序付け不完全コレスキー分解法を使用する．本ソルバは，主に共有



メモリ型並列計算機向けに開発する．本ソルバの応用先としては，フェーズフィールド法によ
る亀裂進展シミュレーション，建物の地震動応答シミュレーション，Particle-in-Cell 法による
プラズマシミュレーションを考えており，これらのアプリケーションプログラムを用いて性能
評価を行う． 
 
４． 研究成果 
(1) 密行列に対する実対称一般固有値問題の解法 
 本項目については，次の成果が得られた． 
① 超並列一般化固有値問題向けミドルウェア EigenKernel の開発 
 ScaLAPACK，EigenExa，ELPA などのライブラリを構成する下位ソルバを自由に組み合わ
せ，計算機環境と問題サイズに応じた最適なソルバを構成できるフレームワークである
EigenKernel を開発した．EigenKernel では，行列データの変換機能によりライブラリごとの
データ分散形式／格納形式の違いを吸収するとともに，実行時間の詳細な測定機能を備えてい
る．EigenKernel を用いて，京コンピュータ，Fujitsu FX10，SGI Altix，Oakforest-PACS な
どの様々な超並列計算機上で性能測定を行った結果，各ライブラリを単独で使うのに比べ，複
数のライブラリの下位ソルバを組み合わせて使うほうが実行時間を短縮できることを示した． 
② EigenKernel のための性能予測・自動チューニング機能の開発 
 EigenKernel 向けに，マルコフ
連鎖モンテカルロ型ベイズ推定
による強スケーリング性能の予
測手法を開発した．また，自動チ
ューニング数理基盤ライブラリ
ATMathCoreLibを用いることで，
計算機環境と行列サイズに応じ
た下位ソルバの最適な組合せの
自動選択が行えることを示した．
後者の結果を図 1 に示す．これは，
京コンピュータ上で 430,080 元
の一般化固有値問題を解くこと
を想定した結果であり，下位ソル
バの組合せとして 7 種類を候補
としている．データとしては，実
際の測定データに，実行時間の
10%，20%，または 40%に相当す
る標準偏差の乱数を加え，実行時
間にばらつきのある場合を模擬している．一般化固有値問題ソルバをコールする回数を 90 回
と設定した場合，最初のうちは色々な組合せがランダムに選択されるが，回数が進むにつれ，
決まった組合せが選択されるようになる．最終的に選択されたのは，実際に実行時間が最短の
組合せとなった．実行時間のばらつきが 40%と大きくても最適な組合せが選択されることから，
ATMathCoreLib を用いた本自動チューニング方式は高いロバスト性を持つと言える． 
③ 超並列性に優れた選択的固有対計算ソルバ k-ep の開発 
 実対称一般化固有値問題において，選択した固有値・固有ベクトル対のみを計算する選択的
部分固有対計算ソルバ k-ep（https://github.com/lee-djl/k-ep）を開発した．また，これを全固
有対計算のためのミドルウェアである EigenKernel と統合した．従来の EigenKernel では，
京コンピュータ全体をもってしても 100 万元の行列が限界だったが，k-ep を統合することで，
東大物性研スーパーコンピュータ(Sekirei)1 ノードにおいてさえも 1000 万元の行列の計算が
可能となった．また，ソルバの高信頼化に向け，EigenKernel で計算した固有対に対する，高
速な後処理型精度保証手法を実現した． 
④ 超並列一般化固有値ソルバを用いた応用研究 
 超並列型量子物質計算の応用研究として京コンピュータを用いた有機高分子の多数計算
（1200 原子，4 万サンプル）を行い，データ科学的解析（主成分解析）により有機材料のデバ
イス性能が，2 種の競合的要因で得られることを示した．これにより，受賞 2 件を受けた．ま
た，EigenKernel と k-ep を統合したソルバを有機デバイス材料（ペンタセン薄膜系 100 ナノ
メートルスケール系)の電子状態計算に応用し，伝導メカニズムを担う準局在型電子状態を得た．
さらに，米国 Priya Vashista などど共著で，これまでの研究成果を含めた Handbook を分担執
筆した． 
 
(2) 疎行列及び帯行列に対する並列版連立 1 次方程式直接解法 
本項目については，次の成果が得られた． 

① Intel Xeon Phi 向け疎行列直接解法の開発 
正定値対称疎行列を係数行列に持つ連立 1 次方程式に対する解法の一つであるマルチフロン

タル法を，ランタイムシステム StarPU を用いて，メニーコアプロセッサである Intel Xeon Phi
システム上で実装し，64 スレッド並列において最大 26.8 倍の性能を達成した．また，立方体

 

図 1 下位ソルバの最適な組合せの自動選択 



領域に周期境界条件を課した圧縮性流体のシミュレーションにおいて，移流項を 8 次コンパク
ト差分法による離散化で得られる連立一次方程式に対し，拡張 Mator 法による並列化を行い，
従来の並列化コードと比較して最大 2.3 倍の高速化を達成した． 
② 帯行列直接解法の開発 
時間依存シュレーディ

ンガー方程式に基づく波
束シミュレーション向け
に ， 1-way dissection
（OWDO）法に基づく帯
行列用の並列版連立 1 次
方程式直接解法を開発し
た．本手法は，帯幅が狭く，
行列サイズが大きい問題
の場合に特に有効である．
性能評価の結果，半帯幅
10 で 40 万元の問題を解
く場合に 10コアで7倍程
度 の 加 速 が 得 ら れ ，
LAPACK に比べて 4 倍程
度の高速化が得られるこ
とを明らかにした（図 2）．
また，モデル問題として 2
次元ポアソン方程式を取
り上げ，種々の疎行列格納
方式を用いた場合の性能を評価した．本ソルバは，有機高分子系の時間発展シミュレーション
などへの適用が期待される． 
 
(3) クリロフ部分空間法に基づく連立 1 次方程式反復解法 
本項目については，次の成果が得られた． 

① ブック赤黒順序付け不完全 LU 分解前処理を用いたソルバの開発 
プラズマシミュレーションの電位計算部分で現れる連立 1 次方程式向けに，ブロック赤黒順

序付け法に基づく高並列な不完全 LU 分解型前処理プログラムを開発し，GPU 上で実装した．
性能評価の結果，マルチコアプロセッサ上での実行に比べて 10 倍以上の加速が得られた．ま
た，GPU 向けのソルバである MAGMA と比較しても，大規模問題の場合に 3 倍程度の速度向
上が見られた．さらに，開発したプログラムをプラズマシミュレーションコード Particle-PLUS
に組み込み，実問題に適用して性能評価を行った．また，本ソルバの対称行列版を作成し，フ
ェーズフィールド法に基づく亀裂シミュレーションに適用した． 
② 部分的不完全コレスキー分解前処理付き共役勾配法ソルバの開発 
 建物の地震動応答シミュレーションに現れる大規模連立一次方程式に対し，部分的不完全コ
レスキー分解前処理付き共役勾配法（Conjugate gradient method preconditioned with 
partially incomplete cholesky decomposition）のプロセス並列実装を行い並列性能の評価を行
った． 

図 2 OWDO 法に基づく帯行列直接解法の性能 
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