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研究成果の概要（和文）：３次元トポロジーへの応用を目指して，Klein群，及びTeichmuller空間の幾何的研究
を行った．Klein群においては，Cannon-Thurston写像の変形空間における連続性の研究を行い，非連続性が現れ
る原理を明らかにした．bending laminationとending laminationを合わせて考えたパラメーターが，Klein曲面
群により実現できることを示した．Teichmuller空間においてThurstonの非対称距離を考え，その無限小剛性を
示した．トーラスのTeichmuller空間の場合，Teichmuller距離との間に自然な連続的な変形があることを示し
た．

研究成果の概要（英文）：We studied Kleinian groups and Teichmuller spaces from geometric viewpoint 
aiming at applications to three-dimensional topology. In the field of Kleinian group theory, we 
studied continuity/discontinuity of Cannon-Thurston maps in the deformation spaces of Kleinian 
surface groups, and gave complete criteria for the discontinuity of the maps. We also showed that a 
given data of bending laminations and ending laminations with reasonable necessary conditions can 
always be realised by a Kleinian surface group. 
In the field of Teichmuller theory, we studied Thurston's asymmetric metric on Teichmuller space, 
and showed in particular its infinitesimal rigidity. We also considered the case of torus, and 
showed that there is a natural continuous deformation from the Teichmuller metric to Thurston's 
asymmetric metric.
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研究成果の学術的意義や社会的意義
３次元トポロジーは現代の幾何学において主要な研究対象であるが，その理解と発展のためには，離散群，とり
わけKlein群とTeichmuller空間の理論を発展させることが不可欠である．本研究はそのような動機で，Klein群
とTeichmuller空間の研究を続けた．今回の研究では1980年代のThurstonの研究以来の懸案の問題をいくつか解
決することに成功している．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
 ３次元トポロジーにおいては，Thurston による双曲構造を用いた Haken 多様体の
uniformisationの研究を端緒として幾何構造やTeichmuller 空間を用いた研究が盛んに行わ
れるようになった．また今世紀になり，Gromov を始めとする幾何的群論や，高次元の Lie
群への表現が大きく発展し，トポロジーの研究のための新たな道具を提供した．双曲構造の
研究はKlein 群論として独自の発展を続けて，Thurston が 1980 年代当時に提起した問題の
多くが解決されるに至った．さらに幾何化予想が Perelman により解決されることにより，
３次元双曲多様体をより詳しく研究していくことが，３次元トポロジーの研究の本質的部
分であることになった．そのため今後の３次元トポロジーの研究には，より高度な幾何的群
論，大きく発展を遂げた Klein 群論，Teichmuller 空間論，Lie 群への基本群の表現空間の
研究などが中心的な役割を果たす状況にあると考えられた． 
 
 
２．研究の目的 
 
 本研究ではまず基礎理論の部分に該当する離散群自体の大域幾何的構造の研究と，Klein
群の表現空間の位相構造，Teichmuller 空間のさまざまな計量の研究を，双曲幾何，幾何学
的群論，3 次元多様体論の手法を用いて推進する．その後にその応用として，3 次元トポロ
ジーの研究を基本群とその表現空間の構造の解明を通じて行う． 
 具体的には以下の問題を考える．Klein群の変形空間の位相構造，特にその境界の構造を，
双曲幾何，３次元多様体論，Gromov 双曲群の道具を用いて研究する．さらに境界にある
Klein 群を双曲多様体の不変量である bending lamination, ending lamination を手掛かりに
研究する．またCannon-Thurston 写像の振る舞いを幾何的極限を通じて解析する． 
 Teichmuller 空間にはさまざまな計量が考えられるが，その関連，写像類群の作用との関
係を調べる．またTeichmuller 理論を通じてKlein 群の変形空間の理論を深める． 
 これらの成果を元に双曲３次元多様体の総合的理論を構築する． 
 
３．研究の方法 
 
 本研究の特徴は，研究手法が代数的，組み合わせ的手法，とりわけ幾何学的群論的手法に
よる部分と，Teichmuller 空間論を中心とする解析的な部分，Lie 群への表現を用いる表現
論的な部分，そして３次元多様体自体を扱う位相幾何学的手法と数学の多様な分野を横断
した研究手法をとることにある．そのため研究は分担者と共同研究を中心として，さらに海
外のそれぞれの分野の専門家である研究者を加えた共同研究を中心に行う．以下に具体的
な研究方法をそれぞれのテーマについて述べる． 
 代数的手法に関する部分は，特に双曲群の漸近構造を調べることにより，Cannon-
Thurston 写像の挙動に関する研究を行う．この部分についてはTata Institute のMahan Mj
とも共同で研究することにより最新の幾何学的群論の成果を取り入れる．さらに離散群の
構造を幾何的な視点から探る研究を KIAS の Sang-hyun Kim らと行う．解析的な部分では
Teichmuller 空間の構造を極値的長さや Thurston の asymmetric metric を用いることによ
り解析し，これを元に写像類群のTeichmuler 空間の作用の特徴付を与える．Teichmuller 空
間のより深い研究を Klein 群における更なる研究につなげ，convex core の幾何の問題に応
用する．表現論的な研究では，高次元 Lie 群への表現を用いた twisted Alxander 多項式を通
じた３次元多様体の研究を進める．最後により位相幾何的手法を用いた研究では主に
Heegaard 分解，bridge 分解などの古典的な枠組みと双曲幾何的な視点を組み合わせること
により研究を進める． 
 
 
４．研究成果 
 
 基礎理論を構築する部分ではいずれの手法を用いた研究も順調に進み，以下に詳しく述
べるような著しい成果を上げることができた．一方で３次元トポロジーへの応用の部分で
は，まだ未完成なところが残っており今後更なる研究を継続することが肝要である． 
 幾何的群論，離散群を用いた研究においては，Klein 曲面群の変形空間において，Cannon-
Thurston 写像は連続に動くかという問題に取り組んだ．これはThurston が 1980 年代に提
唱した未解決問題のリストの中の１つである．変形空間の内部は quasi-Fuchs 空間であるこ
とが知られているので，特に quasi-Fuchs 群が境界群に収束するとき，Cannon-Thurston が
連続に動くかという問題が最も注目すべき点となる．連続性については，各点収束に関する



ものと，一様収束に関するものが考えられるが，一様収束するための必要十分条件はすでに
Mj-Series により与えられていた．さらに各点収束すらしない例があることも同様に Mj-
Series が気付き，具体的な例を与えていた．今回の研究では大鹿とMahan Mj が共同研究を
通じて，各点収束しない点があるための必要十分条件を与え，さらに収束しない点の完全な
特徴付を得ることに成功した．これにより上記のThurston の問題はKlein 曲面群の場合に
は完全に解決したと言える． 
 双曲平面のタイル張りは reflection や side involution を考えることにより，離散群に対応
していることは古くから知られている．一方角度がπの有理数倍でないような場合でも，
side involution から生成される群が考えられる．こうした群の非自明な元により３角形が元
に戻るかという問題が自然に考えられる．大鹿は， Sang-hyun Kim, Thomas Koberda, 
Jejeong Lee, Ser Poew Tanらとの共同研究で，torsionから来ない非自明な元の存在を示し，
さらにそのような元は角度の cos が代数的であるときのみ存在しうることを証明した． 
  Klein 群の変形空間の位相構造は複雑であり，その境界の構造を理解することが，３次元
トポロジーへの応用という面からも今後の重要な問題となっている．大鹿はKlein 曲面群の
列について，end invariants の情報から収束，発散を判定する方法を与えた．これにより，
quasi-Fuchs空間がその閉包において自らと衝突する現象が起きる可能性のある場所を限定
することができた． 
 ３次元トポロジーへの離散群論の応用として，作間，大鹿は，秋吉宏尚，John Parker, 吉
田はんとともに，放物的な元２つで生成される，自由群でないKlein 群の３次元多様体とし
ての完全な分類を行った．これは Agol により announce されていたが証明が不明確であっ
た結果の完全な記述になっている．また山下は２つの楕円的な元で生成される算術的Klein
群の分類の研究を行った． 
 Teichmuller 空間については，解析的手法を使いながら，微分幾何的な視点を取り入れる
ことにより研究を進めた． Teichmuller 空間には写像類群が自然に作用している．この作
用は Teichmuller 空間に自然に入る距離，例えば Teichmuller 距離，Weil-Petersson 距離，
Thurston の非対称距離などではいずれも等長変換になっている．逆に等長変換は必ず写像
類群から来るものになるかという問題がそれぞれの距離について考えられ,Teichmuller 距
離に関しては Royden の定理，Weil-Petersson についてはMasur-Wolf, Thurston 距離につ
いては Walsh によって肯定的に説かれている．これの無限小の形として，接空間の間の等
長変換が写像類群から来るかという問題が建てられるが，Teichmuller 距離については，
Royden がこの強い形でも（スカラー倍の差を除いて）正しいことを示している．一方Weil-
Petersson 距離は Riemann 計量なので，無限小での変換は直交群分あり，明らかに成り立た
ない．大鹿は，Athanase Papdopoulos, Yi Huang との共同研究で，Thurston 距離において
のこの無限小剛性に係る問題を解決した．さらにThurston 距離が余接空間に導く凸体の構
造を分析する研究を進めた．これにより，凸体の連続変形とその同型写像として写像類群を
研究する新たな視点が得られた． 
 Thurston の非対称距離は，双曲構造のみではなく，平坦構造の変形空間でも考えること
ができる．トーラスの平坦計量に関する Teichmuller 空間において，Thurston 非対称計量
を入れると，測地線が双曲測地線と同一視できるような測地的距離空間ができる．大鹿，宮
地は Papadopoulos との共同研究で，この計量を同様に双曲測地線が測地線となっている
Teichmuller 距離を比較し，その間の連続変形を与えた．この手法はTeichmuller 円板を通
じて，一般の種数のリーマン面のTeichmuller 空間に拡張できるので，この視点からの研究
を今後継続していくことにより，Teichmuller 距離の変形の理論を構築することを目指して
いる． 
 Quasi-Fuchs 空間は Teichmuller 空間の自然な一般化であり，Bers の同時一意化定理に
より，無限遠等角構造によりパラメータ付ができる. 一方 Bonahon-Otal により，凸芯の
bending lamination によるパラメーター付が研究され，reasonable な条件を満たす bending 
lamination が常に凸芯の境界に実現できることが示された．大鹿は馬場伸平との共同研究
において，これを一般の Klein 曲面群に拡張して考え，bending lamination に ending 
lamination を加えてパラメーター付を考えついて，一般のKlein 曲面群についての凸芯にお
ける実現問題を解決した． 
 森藤は twisted Alexander 多項式の研究を続け，トーラス絡み目の twisted Alexander 多項
式の明示的な公式を与え，双曲結び目の場合との比較を行った．さらにいわゆるDunfield-
Friedl-Jackson 予想を three-bridge 結び目の場合に詳細に考察し，双曲的な pretzel 結び目
の無限系列について予想が成立することを示した． 
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