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研究成果の概要（和文）：数理物理に現れる重要な問題には合成積等により表される非局所項を伴うものが多
い. 本研究では変分的手法をもちいてこのような非局所項をともなう非線形楕円形方程式の研究を行った. 特に
非線形 Choquard 方程式, 分数冪を伴う非線形シュレディンガー方程式に対して定在波の存在, 他重度をミニマ
ックス法等を適用することにより示した. また物理的に重要な L2 制限下あるいは特異摂動下においても新たな
変形理論を開発することにより解析を行った.

研究成果の概要（英文）：Nonlinear problems with non-local terms appear in many important problems in
 mathematical physics.  Via variational methods we study such nonlinear problems with non-local 
terms. Especially we show for nonlinear Choquard equations and nonlinear Schroedinger equations with
 fractional Laplacian the existence and multiplicity of standing waves via minimax approaches.  We 
also study L2-constraint problem and singular perturbation problems for non-local problems. To show 
our existence results, we develop a new deformation theories, which work under weak Palais-Smale 
type conditions.

研究分野： 解析学, 変分問題

キーワード： 変分問題　非局所問題　非線形楕円形方程式　特異摂動問題　ミニマックス法

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
数理物理学に現れる重要な問題は変分構造をもつ. また量子力学に関連する重要な問題には非局所項を伴うもの
が多い. ここではこれらの問題の数学的構造に注目し, 定常状態に対応する定在波の存在, 多重性の理論的研究
を行った. その際, 無限次元空間での変形理論が重要となる. ここでは Palais-Smale 型の弱いコンパクト性の
条件のもとで働く変形理論 (deformation theory) を新たに開発し用いている.

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



1. 研究開始当初の背景

変分構造をもった微分方程式 (系) は数理物理, 数理生物学等におけるいろいろなモデルあ

るいは微分幾何学に自然に現れるもっとも重要な非線形問題のひとつである．変分構造を

もつ微分方程式の解は対応する汎関数 (無限次元関数空間上定義された実数値関数) の臨界

点として特徴づけられる. 古典的には汎関数の最小点あるいは極小点に対応する臨界点が中

心に研究されてきたが, 近年のミニマックス法, Morse 理論の発展に伴い鞍点に相当する臨

界点の存在問題および対応する解の性質の研究が進んでいる．このように変分的手法によ

る非線形問題の研究は発展してきたが, 非線形シュレディンガー方程式等の単独方程式から

なる局所的な問題が研究の主な対象であった. 合成積等によりあらわされる非局所項を伴う

非線形問題に対する適用は問題毎に始まっていたが, その統一的理解は進んでいなかった.

2. 研究目的

数理物理モデルに現れる重要な問題には, 合成積等によりあらわされる非局所項を伴う非線

形偏微分方程式が多く現れ, 非常に重要である. また重要な連立非線形方程式の中には非局

所項を導入することにより, 見かけ上シンプルな単独の方程式に帰着できることが多い. 非

局所項を伴う非線形問題は局所項のみからなる問題とは異なるスケーリング特性をもち, 変

分的手法により解 (臨界点) の存在を示す際には大きな違いが現れる. 現状では問題毎に異

なる扱いがなされている. ここではその統一的な理解を目指す.

非線形問題を解析する多くの場面で, 基底解 (ground states), エネルギー最小解が重

要な役割を果たすことが多く, その一意性, 非退化性は特異摂動問題に対してリアプノフ・

シュミッド法の適用を可能にする等の非常に有益な情報を与える. しかしながら一意性, 非

退化性は単独のごく限られた方程式に対してのみ示され, 方程式系およびそれに由来する非

局所問題に対しては不明である, あるいは期待できないことが多い. ここではこのような場

合も適用可能な特異摂動解の構成法の確立を目指す.

3. 研究の方法

次の 5 つのテーマを主要なテーマとして研究を行った.

(a) 非局所項を伴う変分問題に対する特異摂動問題.

(b) 非線形楕円型方程式 (特に非線形シュレディンガー方程式, 非線形 Choquard 方程式)

に対する L2 制限問題

(c) 非局所項を伴う変分問題に対する変形理論

(d) 非局所項を伴う非線形楕円型方程式の解の存在および多重度の研究

(e) 特異性をもつ非線形楕円型方程式の解の存在とその解の定性的性質の研究および非線

形楕円型方程式系の研究

以下の役割分担の下で研究を行った

(a) 田中, 平田, 小澤

(b) (c) 田中, 生駒, 平田

(d) 田中, 生駒, 佐藤

(e) 田中, 足達, 塩路, 長谷川, 大谷, 黒田

テーマ (a)–(d) については S. Cingolani 氏, M. Gallo 氏との共同研究を (e) については

Z.-Q. Wang 氏, C. Zhang 氏との共同研究を重視した. また研究を遂行する上で重要な数理

物理モデル, 実解析的手法について小澤氏よりサポートを受けた.



4. 研究成果

(a) 非局所項を伴う非線形楕円型方程式に対する特異摂動問題

非局所問題の典型例である非線形 Choquard 方程式に関して S. Cingolani 氏と共に研究を

行いポテンシャル関数 V (x) の極小点に凝集する解を構成すると共に, ポテンシャル関数の

極小点集合の位相的性質 (cup-length) により凝集解の個数の下からの評価を与えることに

成功した. 凝集解を構成する際, 凝集点の遠方に解のエネルギーが凝集しないことを示すこ

とが重要であるが, そのためには従来線形化問題が用いられてきた. ここでは勾配流の再構

成を行い無限遠でのエネルギーを増加させない変形理論 (deformation theory) の構成に成

功し, 線形化の手法では扱えない locally sublinear と言われるクラスの非局所性も扱うこと

ができるようになった.

ポテンシャル関数 V (x) の極大点あるいは鞍点に凝集する解の存在問題は長らくオー

プンであった. この問題についても S. Cingolani 氏と共に変形理論を新たに構築すること

により解の存在を示すことが可能となった. ここでは一般的な非線形項をもつ非線形シュレ

ディンガー方程式の特異摂動問題に対して, 先に J. Byeon 氏と研究代表者が開発した空間

方向の平行移動を変形流の一部として取り入れる方法をさらに発展させ, Cingolani 氏と共

に構成した無限遠でのエネルギーを増大させない勾配流と組み合わせることにより変形理

論が構成される.

(b) 非線形楕円型方程式 (特に非線形シュレディンガー方程式, 非線形 Choquard 方程式)

に対する L2-制限問題

数理物理学において重要な解の L2-norm を指定して解を構成する L2 制限問題についてま

ず平田氏と共に Lagrange formulation を用いた解の構成を L2 劣臨界と呼ばれるクラスの

非線形性をもつ方程式に対して行った.

従来から行われている指定された L2 norm をもつ関数集合上で考える変分問題と比

較すると, ここで用いられる問題は制限条件のない変分問題となり適用範囲の広いものであ

る. なお, Lagrange formulation を用いて解を構成するために新たな変形理論 (deformation

theory) を提案している. この変形理論は通常の Palais-Smale 条件に Pohozaev 汎関数の

性質を加味することにより導入される Palais-Smale-Pohozaev 条件の下で展開され適用範

囲が広い. この方法は分数べきの Laplacian をもつ非線形 Choquard 方程式等に対する L2

制限問題に対しても応用が可能である (S. Cingolani 氏との共同研究).

(c) 非局所項を伴う変分問題に対する変形理論の研究

(b) で述べた変形理論は応用範囲が広く, 従来 Pohozaev manifold を導入し, 制限をさら

に加え考察されたいた問題等に別の自然なアプローチを与えることができる. ここではま

ず生駒氏と共に変形理論を抽象的な空間で展開することにより抽象的理論としての整備を

行った. そして非線形シュレディンガー系に対する L2 制限問題に対する応用をおこない

Bartsch-Soave による存在結果の別証明を与えた. また S. Cingolani 氏と共に非線形スカ

ラーフィールド方程式, 非線形シュレディンガー方程式に対する特異摂動問題等への応用例

を与えた.

(d) 非局所項を伴う非線形楕円型方程式の解の存在および多重度

非線形 Choquard 方程式, 分数べき Laplacian をもつ Choquard 型方程式に対して解の存

在および多重度を得ている. ここでは (b), (c) で得た Langrange formulation と変形理論



が効果的に用いられている. 特に非線形 Choquard 方程式に対しては非線形項が偶感数の

場合が一般に扱われているが, ここでは奇関数の場合を考察し, 奇関数の場合も対応する存

在定理, 解の多重度を導くことに成功している. これは非線形 Choquard 方程式の特徴的な

性質のひとつである.

(e) 特異性をもつ非線形楕円型方程式の解の存在とその解の定性的性質の研究

以上の (a)–(d) では主に優線形の非線形項をもつ非線形方程式を扱っている. 劣線形項を

伴う非線形方程式についても生駒氏, Z.-Q. Wang 氏, C. Zhang 氏との共同研究により, 解

の存在および解のサポートのコンパクト性の評価等の定性的な性質を得ることに成功して

いる.

(f) その他の結果

準線形楕円型方程式 −∆u− κ∆(|u|α)|u|α−2u = g(u) in RN の ground state 解の一意性お

よび κ に関する漸近挙動の研究を足達氏が渡辺氏, 柴田氏とともに行った. また連立非線形

シュレディンガー系については佐藤氏が Z.-Q. Wang 氏と共に 3 本の方程式からなる系を

扱い,　斥力, 引力の相互作用をともにもつ場合に扱い非自明なベクトル解の存在と多重性

を示している. また生駒, 長谷川は川上とともに fractional Hardy-Henon 方程式の解構造

を研究し, 正値球対称解の存在および非存在結果を得ている.
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