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研究成果の概要（和文）：位相的観点から計算論的構造を分析することにより，計算，記述，位相の結びつきに
関する膨大な数の結果を得ることができ，多数の未解決問題に解決を与えた．多くの結果は，位相空間的構造や
集合論的構造に対して計算論的性質を結び付け，計算可能性理論を介して，その構造解明を与えるものである．
たとえば，枚挙アルゴリズムの原理を様々な距離化不可能位相と捉えることにより，枚挙の理論を改革する統一
理論を構築した．また，非可分超距離空間のボレル可測関数の連続還元次数構造に対して，非可算基数上の計算
論を対応させることによって，ボレル可測関数の構造の完全解明を成し遂げた．その他，逆数学等の様々な未解
決問題を解決に導いた．

研究成果の概要（英文）：By analyzing computability-theoretic structures from the topological 
viewpoint, we obtained a large number of results on the relationship among computability theory, 
descriptive set theory, and general topology. Most of results concern on extracting the 
computability theoretic nature from topological structures and set-theoretic structures, and then 
clarify these structures.
For example, by understanding the principle of computable enumerations as some sorts of 
nonmetrizable topology, we established a new theory unifying the previous works on enumeration 
degrees. For another example, applying computability theory on uncountable cardinals, we succeeded 
to obtain a complete description of the bqo-valued Borel functions on nonseparable complete 
ultrametric spaces. Furthermore, we also solved several open problems, e.g., in reverse mathematics.

研究分野： 数学基礎論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
計算可能性の理論は，コンピュータ科学の理論的基礎を支えるものである．本研究は，『空間』『次元』『ラン
ダム性』といった素朴で重要な数学的構造が内部に孕む計算論的構造を明示化するという点で意義深い．また，
このような発想は，逆に，非計算論的数学の概念を用いた計算論的概念の再理解にも繋がる．したがって，報告
者の手法の応用範囲の拡大は，計算論と応用対象の分野双方に新たな手法と視点を持ち込むこととなり，広範な
分野にインパクトを与えるものとなる．



１．研究開始当初の背景 
 
 計算可能性理論は，前世紀中期から現在に掛けて，コンピュータ科学の勃興と並行に，目覚
ましい発展を遂げた．1950 年代頃より，計算可能性の理論は自然数上(デジタル)の計算論を越
えて，実数や順序数，代数構造，位相空間，測度空間など様々な数学的構造上の計算論に拡張
されることとなる．このような計算論の対象領域の拡大は，前世紀後期になると，解析学と物
理学における計算可能性という文脈から特に注目を浴びた．近年では，確率の基礎の観点か
ら，ランダム性とは何たるかを問う，計算論的ランダム性の研究の重要性が認識されつつあ
る． 
 
 このような歴史的発展の中，報告者の先行研究において，一般の空間上のチューリング次数
の理論を構築し，計算論とは全く無関係な文脈で現れた純粋数学の未解決問題に対してすら，
計算論を応用した解決が可能であることを実証してきた．具体的には，チューリング次数のよ
うな計算論的概念を，空間の（ボレル構造等に関する）不変量として用いることによって，実
解析学，記述集合論，無限次元トポロジーの様々な課題にアプローチしてきた． 
 この《不変量としての計算可能性構造》という観点を更に発展させることが必要であると考
えていた．先行研究では，解析学的応用のために距離空間に大きな焦点を当てていたが，この
枠組外にも豊穣な応用対象がある．具体的には，距離化不可能空間や測度空間上の計算可能性
構造の分析手法の整備も進める必要があった．これらを用いて，位相次元，無限次元性，粗幾
何，群の語の問題，記号力学系，確率，ランダム性に関する理論の背後に潜む計算論的成分を
抽出し，その構造を計算論を介して理解することが可能になることが期待されていた． 
 
２．研究の目的 
 
 本研究の目的は，空間や次元といった素朴で重要な数学的概念が内部に孕む計算論的構造を
明示化することによって，空間的概念を計算論を介して理解することである． 
 
 一年目の目的は次の通りであった： 距離空間の計算可能性構造の解析を行う．真理値表次
数，チューリング次数，粗次数といった計算論的ツールを利用することによって，位相次元
論，無限次元トポロジー，粗次元論に現れる様々な構成のもつ計算論的成分を明らかにする．
具体的には，カントール多様体や遺伝的無限次元空間などの様々な具体例に付随する計算論構
造を次々に抽出し，そのようにして集めたサンプルの分析を行うことによって，空間的性質と
計算論的性質の関連性を明らかにする． 
 
二年目の目的は次の通りであった： 粗次元論における計算可能性構造の分析を進める他，距
離化不可能空間の計算可能性構造の解析にも取り掛かる．単なる領域理論的な位相空間のみな
らず，Gandy-Harrington 位相や Golomb 位相のような非領域理論的な距離化不可能位相も主要
な対象とする．また，de Groot 双対などの高階の概念も取り扱い，計算論的分析を行う．この
ような空間の計算論的構造を次々に抽出し，そのようにして集めたサンプルの分析を行うこと
によって，空間的性質と計算論的性質の関連性を明らかにする． 
 
３．研究の方法 
 
 本研究は，数学的な理論研究であり，特別な研究施設や設備は必要ない．本研究で行うこと
は，具体的な空間の計算可能性構造を次々と分析することによるサンプルの収集と，それに基
づく一般論の構築である．研究計画の一部が順調に進展しない可能性に備え，積極的に共同研
究を展開した．以下が，実施した共同研究の一部である． 
 ・H29 年 6 月，Antonio Montalban (UC Berkeley) 氏は名古屋に短期滞在し，計算可能
性理論，特にマーティン予想に関する議論を進めた． 
 ・Albert Marcone 氏 (Udine Univ.)および Arno Pauly 氏 (Swansea Univ.)と共同研究を
行い, 算術的超限再帰の分析を行った．Arno Pauly 氏は，H29 年 7 月に名古屋を訪問して
いる． 
 ・H29 年 8 月，Linda Brown Westrick (Univ. Connecticut) は名古屋に短期滞在し，高
階関数の計算論に関する議論を行った． 
 ・H30 年 2〜3 月，Vassilios  Gregoriades 氏 (Turin Univ.) は名古屋に滞在し，記
述集合論，特に凸解析集合の分離に関する議論を行った． 
 ・H30 年 6〜8 月，Paul-Elliot Anglès D'Auriac 氏 (Université Paris-Est Créteil) は名
古屋に長期滞在し，算術的超限再帰と解析選択の研究を大幅に進展させることができた． 
 ・H30 年 10 月〜H31 年 3 月，Keng Meng Ng 氏 (Nangyang Tech. Univ.) を長期で訪問
し，負情報に基づく高階計算の理論の研究を進めた． 
 ・H31 年 3 月，Sabrina Ouazzani 氏 (École Polytechnique) は名古屋に短期滞在し，無
限時間チューリング機械と高次計算に関する議論を行った． 
 



 
 
４．研究成果 
 
 一年目の研究成果は次の通りである：真理値表次数の可分距離空間への一般化の研究を行
った．まず，記述集合論における Jayne-Rogers の定理を応用することによって，完備可分距離
空間について，ある神託を法として等しい真理値表次数構造を持つことと第一級ボレル同型で
あることが同値であることを示した．また，フラクタル次元論におけるポントリャーギン-シ
ュニレルマンの特徴付け定理の Assouad 次元への拡張を用いて，コンパクト距離空間の位相次
元をコルモゴロフ複雑性 によって特徴付けられることを示した．さらに，無限次元トポロジー
における Chatyrkoと E. Pol の手法を実効化し，特異点の凝縮と呼ばれる手法を用いて，2以上
の n について，n 次元計算可能連結コンパクト距離空間の真理値表次数構造たちが万有可算上
半束をなすことを示した． 
 その他，近年 Day-Downey-Westrick が実関数の位相的複雑性を測る順序を導入していたが，
本研究では，その順序構造の決定性公理の下での完全な特徴付けを与えた．その副産物とし
て，実関数の不連続性の指標であるブルガン階数の記述集合論的特徴付けを非コンパクト空間
へ一般化した．また，その手法のもうひとつの副産物として，実関数の並行連続 Weihrauch 次
数が計算可能性理論における一様 Martin 予想と関連付けられることを示した． 
 また，Udine 大学の Alberto Marcone 氏と Swansea 大学の Arno Pauly 氏との共同研究におい
て，二階算術における ATR0 の Weihrauch 次数における対応物に関する研究も実施し，一様性を
考慮した場合の ATR0 の振る舞いを明確にした． 
 
 二年目の研究成果は次の通りである：Pauly 氏と Ng 氏との共同研究において，計算的枚挙
の構造の位相的統一理論を構築し，枚挙次数の理論の先行研究の多くは位相的観点から統一的
に解釈できることを明らかにした．また，一般位相空間論において Arhangel’skii によって導
入されたネットワークの概念の変種である k-ネットワークを利用することによって高階関数空
間の計算論を展開できることが知られているが，Ng 氏との共同研究において，その観点を推し
進め，本研究では様々な高階空間的性質の計算論的分離手法を与えた． 
 また,記述集合論においては，ボレル可測関数の分解問題について，Ding 氏，Semmes 氏，
Zhao 氏との共同研究においてベール 2級関数の分解に関しては完全解決を与えた． 
 さらに，単独の研究において，非可分超距離化可能空間上のボレル可測関数の連続還元構造
に対して，「非可算基数上の計算論」を応用することによって，その組合せ論的完全不変量を
与えた．任意順序数上の計算論の概念が導入可能であることは，1960 年に竹内外史によってゲ
ーデルの構成可能宇宙の研究において導入されて以降，古くから知られていたが，本研究成果
は，非可算基数上の計算論の，おそらく歴史上最初の具体的応用例を与えるものでもあると思
われる． 
 その他，Weihrauch 束の研究においては，また，Pauly 氏と共に，凸集合選択，有限選択，ソ
ート原理の計算論的関係を明らかにした．Angles d'Auriac 氏との共同研究では，解析的選択
原理に関する問題に解決を与えた． 
 また，単独研究においては，逆数学の未解決問題に解決を与えた．関連して，アレクサンダ
ー双対などの公理的分析も行った．さらに，無限次元トポロジーの逆数学的結果を用いて，関
数空間の計算論においてスコット・イデアル（ペアノ算術の超準モデルの標準部分）が重要な
役割を担う理由を明らかにした． 
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