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研究成果の概要（和文）：等質空間上の固有な作用を研究した。より具体的には、ある種の半単純対称空間 G/H
 に対し、制限ルート系の強直交ルートを用いて、作用の固有性・余コンパクト性に関して G/H と同じ振る舞い
をする非簡約型等質空間 G/H_θ を定義した。この G/H_θ はコンパクト Clifford-Klein 形を持たない（＝固
有かつ余コンパクトな作用を持たない）ことが証明でき、そのことから G/H もコンパクト Clifford-Klein 形
を持たないと分かる。また、いくつかの非対称な簡約型等質空間がコンパクト Clifford-Klein 形を持たないこ
との証明にもこの H_θ を利用できる。

研究成果の概要（英文）：I studied proper actions on homogeneous spaces. When G/H is a semisimple 
symmetric space satisfying some condition, I constructed a homogeneous space G/H_θ of nonreductive 
type such that a discrete subgroup of G acts properly and cocompactly on G/H_θ if and only if it 
acts properly and cocompactly on G/H. One can prove that G/H_θ does not admit a compact 
Clifford-Klein form (i.e. does not admit a proper cocompact action), which implies that G/H cannot 
have a compact Clifford-Klein form. I also found that H_θ can be applied to the nonexistence of 
compact Clifford-Klein forms in some nonsymmetric cases. 

研究分野： 幾何学

キーワード： 幾何学　Lie群　等質空間　固有な作用　Clifford-Klein群

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
1. コンパクト Clifford-Klein 形の存在問題は、1980年代後半から様々な手法によって研究されてきたが、非
簡約型の等質空間を利用して簡約型等質空間に関する結果を導くという手法は新しい。
2. 簡約型等質空間上の固有な作用と、その「極限」（geometric transition）に現れる非簡約型等質空間上の
固有な作用の間に関係がつけられる、という現象がいくつかの場合で観察されており（小林-吉野、
Danciger-Gueritaud-Kassel）、今回の研究で得られた結果もその一例とみなせるかもしれない。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
G の離散部分群Γが等質空間 G/H に固有かつ自由に作用するとき、商空間は G/H を局所的な
モデルとする多様体になる。このような多様体を Clifford-Klein 形という。H が非コンパクト
な閉部分群の場合（またはほぼ同じことであるが、G/H が G-不変な Riemann 計量を持たない
場合）には、Γの作用が固有とは限らないため、Clifford-Klein 形の研究は H がコンパクトな
場合と比べて格段に難しくなる。1980 年代後半の小林俊行の研究  [4] に端を発し、
Clifford-Klein 形の大域的なトポロジーの研究、特に、コンパクトな Clifford-Klein 形の存在
問題は注目を集め、様々な手法によるアプローチがこれまでに開発されてきた（Lie 群論、エ
ルゴード理論、コホモロジーなど）。 
Lie 群 G が簡約なとき、G の離散部分群Γが等質空間 G/H に固有に作用するための必要十分条
件が、G の Cartan 射影による H とΓの像を用いて書けることが、小林 [4], [6] と Benoist [1] 
により証明されている。また、固有な作用がいつ余コンパクトになるかは、G および H の非コ
ンパクト部分の次元とΓのコホモロジー次元によって判定できる。これらを併せると、次のこ
とがわかる： 
 
命題（cf. 小林 [5]）：G を線型簡約 Lie 群、H を G の連結閉部分群とする。μを G の Cartan
射影とし、H の非コンパクト部分の次元を d(H)とする。 
(a) もしμ(L) ⊂ μ(H) かつ d(L) > d(H)なる連結閉部分群 L が存在すれば、G/H はコンパク
トな Clifford-Klein 形を持たない。 
(b) もしμ(L) ⊂ μ(H), d(L) ≧ d(H) かつ G/L がコンパクトな Clifford-Klein 形を持たない
ような連結閉部分群 L が存在すれば、G/H はコンパクトな Clifford-Klein 形を持たない。 
 
２．研究の目的 
 
コンパクトな Clifford-Klein 形が存在するための新しい必要条件を与えることが研究の目的で
ある。より具体的には以下の通り。 
上述の小林の論文 [5] では、H と L が簡約な場合に限って議論を展開していたが、議論を定式
化する上では簡約性は必要ない。とはいえ、非簡約な閉部分群の場合 Cartan 射影の計算は困
難であり、非簡約な状況にまで枠組みを広げても、新しい有意義な例は得られないであろうと
思われていた（少なくとも研究代表者はそう思っていた）。しかし実は、非簡約な閉部分群でも
Cartan 射影が綺麗になる場合が、小林自身により発見されている [6]。この非簡約な閉部分群
に対して、上述の命題 (b) と研究代表者による過去の研究 [10] を組み合わせると、簡約型等
質空間 SL(p+q,R)/SO(p,q)がコンパクトな Clifford-Klein 形を持たないことが証明できるとわ
かった。そこで、この例の背後にある Lie 群論的・幾何学的な構造を明らかにし, 同様の振る
舞いをする例を系統的に構築することを目指した。 
 
３．研究の方法 
 
(1) 簡約型等質空間の中でも、半単純対称空間は特に良いクラスであり、精緻な構造論が確立
されている。上述の SL(p+q,R)/SO(p,q)は半単純対称空間の例である。この例での計算を半単
純対称空間の理論の枠組みで捉えなおすことで、同様の振る舞いをする例を構築することを試
みた。 
 
(2) 半単純対称空間ではない簡約型等質空間の場合にも、非簡約な閉部分群の Cartan 射影と比
較することでコンパクト Clifford-Klein 形の非存在を証明できる場合がないか考察した。半単
純対称空間でない場合には一般的な構造論がないため、別の方法が必要である。本研究では次
の方法を検討した。 
(2-a) 簡約部分群の Cartan 射影と、その「共役極限」（Cooper-Danciger-Wienhard [2]）とし
て現れる非簡約な閉部分群の Cartan 射影を比較する。 
(2-b) Cartan 運動群については、簡約 Lie 群と同様に KAK 分解が成り立つことに注目し、簡
約 Lie 群に埋め込まれた Cartan 運動群の Cartan 射影を計算する。 
(2-c) 非簡約な閉部分群が (1) の例を閉部分群として含む場合に、(1) で行った Cartan 射影の
計算の議論を「部分的に」適用することで、Cartan 射影を上から評価する。 
 
(3) 群作用と固有性に関わる幾何学に関する研究をさらに発展させるため、理論の基礎部分の
再検討と、萌芽的なアイディアの考察を行った。 
 
４．研究成果 
 
(1) G/H が半単純対称空間で、H の associated 対称部分群 H^a が非コンパクトな中心を持つ
ならば、G/H はコンパクト Clifford-Klein 形を持たないことを、以下に述べるようにして証明
した。 



G の Lie 環 g を、H^a の中心の双曲的な元で固有空間分解し、正の固有値の固有空間たちを集
めた部分 Lie 環を u とする。さらに、u に対応する G の閉部分群を U とする（horospherical
部分群）。H が G の対称部分群であることから、U は可換であることが簡単にわかる。逆に、
G の可換な horospherical 部分群 U が与えられると、そこから対称部分群 H が定義できる。こ
の状況で、G の Cartan 射影による H と U の像が等しいことを、G の制限ルート系の強直交ル
ートを用いることで証明した。H と U の非コンパクト次元は等しいため、G/H と G/U は作用
の固有性・余コンパクト性について全く同じ振る舞いをすることになる。さらに、研究代表者
による過去の研究 [10] を用いることで、G/U がコンパクトな Clifford-Klein 形を持たないこ
とを証明した。したがって、G/H もコンパクト Clifford-Klein 形を持たないことになる。 
この種の G/H がコンパクト Clifford-Klein 形を持たないことは、研究代表者の過去の研究に
よって既に分かっていた [11]。しかし既知の証明は Lie 環のコホモロジーと de Rham コホモ
ロジーを比較する手法を用いたものであり、今回得られた証明とは大きく異なっているように
思われる。 
 
(2) (2-a) の方法では新しい例は得られなかったが、(1) の例の幾何学的描像が明らかになった。
すなわち、(1) の対称部分群 H の、H^a の中心の元に関する共役極限として、H の極大コンパ
クト群と U の半直積群 H_θが現れる。したがって、G/H の Clifford-Klein 形が与えられると、
[-∞, +∞] でパラメトライズされた Clifford-Klein 形の族が定義できることになる。簡約型等
質空間上の固有な作用と、その「極限」（geometric transition [2]）として現れる非簡約型等質
空間上の固有な作用の間に関係がつけられる、という現象がいくつかの場合に観察されている
が（小林-吉野 [7]、Danciger-Guéritaud-Kassel [3]）、我々の研究で得られた結果もそうした
現象の 1 つとみなせる、ということかもしれない。 
(2-b) の方法の元となったのは、 
・(2-a)で現れる H_θは H の Cartan 運動群である。 
・Cartan 運動群に対しては簡約 Lie 群と同様に KAK 分解が成り立つ。 
という観察である。このことから、（非対称な場合でも）簡約 Lie 群に埋め込まれた Cartan 運
動群の Cartan 射影は綺麗に記述できる場合があるのではないかと考えていた。しかし、今の
ところ価値のある結果は得られていない。 
(2-c) の方法によって、SL(n,K)/SL(m,K)（KはR, C, Hのいずれか）のコンパクトClifford-Klein
形の存在に対する障害が得られた。小林 [5] の手法により、「n が大体 m の 3/2 倍以上」のと
きにコンパクト Clifford-Klein 形が存在しないことが分かっていたが、考える閉部分群を非簡
約なものにまで拡げることで「n が大体 m の 5/4 倍以上」のときにまで結果を改良できること
がわかった。なお、（少なくとも K=R の場合には）n-m > 2 のときにコンパクト Clifford-Klein
形が存在しないことが Labourie-Zimmer [8] によって証明されているが、彼らの証明は超剛性
定理を用いるものであり、今回得られた証明は異なるメカニズムに基づく。なお、この結果は
K=C, H の場合（研究代表者の知る範囲では）新しい例を一部含んでいる。 
 
(3) コンパクト Clifford-Klein 形の存在に対するコホモロジー的な障害が、研究代表者の過去
の研究 [9] によって得られていたが、この障害が適用可能な半単純対称空間を分類する論文を
完成させた（雑誌論文 (2)）。その他、固有な写像や固有な作用の種々の定義の比較（基礎づけ）、
力学系の Conley 指数の定義の再考、ある種の ping-pong 補題を用いて自由群よりも複雑な群
の固有な作用を構成する方法の検討、などを行った。 
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