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研究成果の概要（和文）：(1)ループ群の手法を用いて「特殊なBianchi-Baecklund変換」を定式化し、新しい平
均曲率一定(CMC)曲面の構成を行った。ソリトン解とは異なる性質をもつ「ポジトン型解」と呼ばれる
sinh-Gordon方程式の重要な解の構成も行った。
(2)「古典的なBianchi-Baecklund変換と単純ドレッシング」の同値性を、直接的に証明する別証明を与えた。こ
の結果により、「sinh-Gordon方程式のポジトン型解」と「ポジトン型CMC曲面のextended frame」のパラメータ
関係の考察が可能となった。

研究成果の概要（英文）：(1) We have defined a special Bianchi-Baecklund transformation via loop 
group methods and constructed new examples of CMC surfaces. We have also shown a method to construct
 positon-like solutions which have some different properties from the famous soliton solutions for 
the sinh-Gordon equation.
(2) We have proved the equivalence between the classical Bianchi-Baecklund transformations and 
simple factor dressings directly, using a different method from previous studies. As a result, we 
have shown the relationship between parameters of positon-like solutions for the sinh-Gordon 
equation and the extended fames for positon-like CMC surfaces. 

研究分野： 微分幾何学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
　本研究に用いている「Bianchi-Baecklund変換」は、幾何学的側面だけでなく、可積分系理論においても有名
な変換であり、「ソリトン解」と呼ばれるsinh-Gordon方程式の解を与えることが既に知られている。本研究に
より、「ポジトン型解」と呼ばれるsinh-Gordon方程式の別の重要な解を構成し、その解析を行った。本研究
は、幾何学的に興味深い曲面の構成理論を研究しているだけでなく、可積分系理論の応用例という点で学術的貢
献を与えるものである。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
  
 「曲面の変換理論」の研究は古くから行われており、Baecklund は、実接線叢対応による K
曲面の変換を研究していた。のちに、Bianchi はこの手法を複素化し、「複素接線叢対応」を用
いて、CMC 曲面の変換を得た。この変換は「Bianchi-Baecklund 変換」と呼ばれ、既知の CMC
曲面から 3 パラメータ族の新たな CMC 曲面を与えることが知られている。現代でも
「Bianchi-Baecklund 変換」の研究は行われており、Sterling と Wente は、複数回や無限回の
Bianchi-Baecklund 変換を幾何学的に考察している。また、これらの CMC 曲面は、sinh-Gordon
方程式のソリトン解と深い関係があることも知られている。 

 
図１. ソリトン解の一例 

 
一方で、Darboux は、CMC 曲面より広いクラスの「双等温曲面」に対し、球叢対応による変換

（Darboux 変換）を研究していた。これらの変換については、「Bianchi-Baecklund 変換」が「CMC
曲面に制限した場合の Darboux 変換」と一致することが知られている。さらに、今日に至って
は、先行研究内で Bianchi-Baecklund 変換がループ群の「単純ドレッシング」と一致するとい
うことが知られている。また、別の先行研究内では、「ゲージ理論」を使ったアプローチも紹介
されており、今後さらなる発展が期待されている。 
 
２．研究の目的 
  
 本研究の目的は、CMC トーラスや一般の CMC 曲面に対して、曲面の変換理論を用いて構成法
を与え、変換理論の立場から解析を行うことである。特に、古典的に性質がよく知られた変換
である「Bianchi-Baecklund 変換」を複数回用いることで CMC 曲面の構成法を与えたい。 
 また、将来的には CMC 曲面より広い双等温曲面のクラスや(constrained) Willmore 曲面のク
ラスへと理論を拡張、応用し、変換理論の立場からの曲面研究を進展させたい。 
 
３．研究の方法 
 
 上述の学術的背景の中で、本研究では、特殊な Bianchi-Baecklund 変換を用いた「新しい CMC
曲面の構成」を目標とした。この特殊な Bianchi-Baecklund 変換は、Bianchi-Baecklund 変換
を「複数回」適用した場合に現れ、変換による 3パラメータを特別に選んだ際に構成される。
先行研究内で Sterling と Wente が考察していた「複数回の Bianchi-Baecklund 変換」には「あ
る制限」があり、彼らの研究の中で除外されてしまっていた変換である。我々は他の可積分系
理論の流儀に習い、この新しい曲面を「ポジトン型 CMC 曲面」、対応する sinh-Gordon 方程式の
解を「ポジトン型解」と呼んでいる。このポジトン型 CMC 曲面については、我々が「ループ群
の手法」により構成法を示し、幾何学的性質の研究を行った。 
さらに、最終年度においては、「Bianchi-Baecklund 変換の更なる解析」を目標とした。「古

典的な Bianchi-Baecklund 変換と単純ドレッシング」の同値性を、直接的に証明する別証明を
与えた。同値性自体は、Inoguchi-Kobayashi、Hertrich-Jeromin- 
Pedit、Burstall の論文の結果から既に間接的に証明されていたが、本研究では、変換によっ
て生じるパラメータの対応を直接的に考察し、 
別証明を与えた。この結果により、昨年度の研究対象であった「sinh-Gordon 方程式のポジト
ン型解」と「ポジトン型 CMC 曲面の extended frame」のパラメータ関係の考察が可能となった。 
 
 
 



 
図２. ポジトン型解の一例 

 
 
４．研究成果 
 
(1)ポジトン型 CMC 曲面の構成とその解析. 
 
初年度は、特な Bianchi-Baecklund 変換を用いた「新しい CMC 曲面の構成」を目標とした。

Bianchi-Baecklund 変換は、複素接線叢による CMC 曲面の変換として知られている。
Bianchi-Baecklund 変換は、自明な CMC 曲面であっても変換後の CMC 曲面は非自明なものとな
り、簡単な例から複雑な CMC 曲面を構成できる利点がある。また、この変換は幾何学だけでな
く、可積分系理論においても有名な変換であり、ソリトン解と呼ばれる sinh-Gordon 方程式の
重要な解を与えることが知られている。 
本研究では、無限次元リー群であるループ群の手法を用いて、ある特殊なドレッシング作用

を適用することで「特殊な Bianchi-Baecklund 変換」を定式化し、この変換を既知の CMC 曲面
に適用し、新しい CMC 曲面の構成を行った。ソリトン解の構成において重要であった「Bianchi
の可換律」を許容しない変換として、本研究の「特殊な Bianchi-Baecklund 変換」は定式化さ
れている。また、この特殊な Bianchi-Baecklund 変換を用いることで、ソリトン解とは異なる
性質をもつ「ポジトン型解」と呼ばれる sinh-Gordon 方程式の重要な解の構成も行った。例え
ば、sinh-Gordon 方程式のソリトン解は周期性を持つが、ポジトン型解は、周期性を持たない
ことを示した。ポジトン型解は、他の可積分方程式（sin-Gordon 方程式や KdV 方程式など）で
は、その解の性質がよく研究されてきたが、sinh-Gordon 方程式のポジトン型解の性質は未解
明な部分が多く、今後の研究で詳しい性質を明らかにしたい。 
 
(2) Bianchi-Baecklund 変換の更なる解析. 
 
最終年度は、「Bianchi-Baecklund 変換の更なる解析」を目標とした。Bianchi-Baecklund 変

換は、複素接線叢による CMC 曲面の変換であるが、一方で「球叢による CMC 曲面の変換」であ
る Darboux 変換と一致することが知られている。近年、Darboux 変換については、CMC 曲面だけ
でなく、双等温曲面や Willmore 曲面などの様々な曲面のクラスに対し、ゲージ理論や平坦接続
の手法を用いた研究が進められている。先行研究においては、「古典的な Bianchi-Baecklund
変換と Darboux 変換」、「Darboux 変換と単純ドレッシング」の同値性がそれぞれ別の論文内で
証明されている。 
本研究では、まず昨年度までの研究成果をより具体的に考察するため、「古典的な
Bianchi-Baecklund 変換と単純ドレッシング」の同値性を、直接的に証明する別証明を与えた。
この結果により、昨年度の研究対象であった「sinh-Gordon 方程式のポジトン型解」と「ポジ
トン型 CMC 曲面の extended frame」のパラメータ関係の考察が可能となった。 
さらに、昨年度までの研究成果を別の手法である Darboux 変換の立場から研究し、ポジトン

型 CMC 曲面の「平坦接続」や「平行ベクトル場」の存在を証明し、定式化した。この研究は、
CMC 曲面より広い双等温曲面のクラスへと拡張でき、ポジトン型双等温曲面の構成にも至った。
将来的には、Willmore 曲面といった別のクラスへの拡張も期待される。 
当初の目標であった「CMC トーラスの構成」は本研究期間中には達成できなかったが、特殊

な Bianchi-Baecklund 変換による「ポジトン型解」を構成し、新しい曲面の構成に至った。ポ
ジトン型解の性質は未解明な部分が多く、今後も研究を続け、詳しい性質を明らかにしていき
たい。 
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