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研究成果の概要（和文）：4次元ニュートラル多様体および4次元Lorentz多様体内の零平均曲率ベクトルを持つ
空間的または時間的曲面の等方性を調べた. 特に, 3次元平坦Lorentz空間形内の時間的極小曲面の共形Gauss写
像は等方的だがツイスター・リフトの共変微分が光的であることがわかった. 3次元Euclid空間内の極小曲面の
共形Gauss写像についても類似の理解を得た. 
4次元Euclid空間内の極小曲面のGauss写像の正則性に関する結果の一般化および類似物を得た. 

研究成果の概要（英文）：I studied isotropicity of space-like or time-like surfaces with zero mean 
curvature vector in neutral or Lorentzian 4-manifolds. In particular, in the neutral case, the 
isotropicity of time-like surfaces with zero mean curvature vector does not necessarily mean 
horizontality of the twistor lifts and the covariant derivatives of the lifts of the conformal Gauss
 maps of time-like minimal surfaces in the 3-dimensional flat Lorentzian space form are light-like. 
In the Lorentzian case, I defined isotropicity and obtained related results. 
I obtained analogues of holomorphicity of the Gauss maps of minimal surfaces in the Euclidean 
4-space and their generalizations. 

研究分野：微分幾何学, 曲面論

キーワード： 零平均曲率ベクトル　等方性　正則4次微分　ツイスター・リフト　共形Gauss写像　Willmore曲面　Gau
ss写像

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
4次元空間内の零平均曲率ベクトルを持つ空間的または時間的曲面の等方性についてのまとまった理解を得るこ
とができ, またWillmore曲面上の正則4次微分および共形Gauss写像の理解が大いに進んだ. 
4次元Euclid空間内の極小曲面のGauss写像の正則性は良く知られている. この結果を一般化でき, また空間の種
類をLorentzやニュートラルとしても類似の結果および一般化が得られた. 

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



 

 

様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１． 研究開始当初の背景 
 
(1) 本研究課題申請時, 擬 Riemann 空間形内の零平均曲率ベクトルを持つ空間的曲面上に定義 
される正則 4次微分 Qに注目していた. これは第二基本形式を用いて定義され, 空間の次元が
3 の場合には Hopf 微分とそれ自身のテンソル積である. 曲面上の主分布に着目して曲面の研究
を行ってきた私にとって, Q に着目したことはごく自然なことである.  
 私が以前から関心を持っていた Willmore曲面上には正則 4次微分が定義される. Willmore曲 
面の共形 Gauss 写像は非臍点集合上で 4次元 de Sitter 空間 S4

1への零平均曲率ベクトルを持つ 
空間的はめこみなので, 非臍点集合上に正則 4次微分 Q を定義する. これら二つの正則 4次微
分の関係は論点の一つである. Willmore 曲面上の正則 4次微分が恒等的に零であることと, 非
臍点集合上で共形 Gauss 写像の光的法ベクトル場の一つが一定方向を向いていることは同値で
あり, このことは Willmore 球面に関する結果 ([18])を導く上で基本的である.  
 また, 空間が Riemann で次元が 4 の場合, 極小曲面上の正則 4次微分 Q が恒等的に零である 
ことと, 極小曲面が等方的であることは同値である. 極小曲面の等方性はツイスター・リフト 
の一つの水平性と同値であり ([21]), 特に S4 内の極小球面に関する結果 ([17])が知られて 
いる. また E4 内の極小曲面が等方的であることと E4 の標準的な複素構造に関する複素曲線と 
合同であることは同値であり, 複素曲線は曲面上の誘導計量およびある正則 3 次微分により特
徴づけられる ([3]). Kähler 曲面内の複素曲線は強等方的 (等方的で空間の向きに適合する)
極小曲面で少なくとも一つの複素点を持つものであり, 逆も成り立つ ([5]).  
(2) 曲面上の孤立臍点の指数が 1 以下であるという予想は基本的であり重要である. 本研究課
題申請時に C1臍点の指数は任意の半整数を取り得るという結果が得られていた ([14]).  
(3) 3 次元 Riemann 空間形内の曲面で臍点を持たず主曲率が零にならないものについて, その
各点の近傍上で過剰決定系が定義され, その解の集合は誘導計量および主分布によって決まり, 
曲面の主曲率はその系の解を与える.  
 系が整合条件を満たすならば, 任意に与えられた初期値に対し一意解を持つ. 空間が E3の場
合, それぞれの解に対応する曲面は molding であると言われていて, 曲率線の族の一つが測地
線からなり ([20], [19], [10]), また主方向平行である ([1]). 空間が非平坦である場合, そ
れぞれの解に対応する曲面の曲率線の族の一つが測地線からなるとは限らない ([11]).  
 系が整合条件を満たさないならば, 解は高々二つ存在する. 系がちょうど二つの解を持つた
めの条件は, 空間が E3の場合には sinh-Gordon 方程式を用いて与えられ ([4]), 空間が非平坦
である場合にも得られた ([11]). 零ではない一定平均曲率を持つ曲面で回転面に含まれないも
のの上の過剰決定系はちょうど二つの解を持つ. また, 系が「重解」を持つための条件が, 空
間が E3の場合には方程式 fuu +fvv =e-2f を用いて与えられ ([2]), 空間が非平坦である場合にも
得られた ([11]). 回転面に含まれない極小曲面上の過剰決定系は「重解」を持つ.  
 
２．研究の目的  
 
(1) 擬 Riemann 空間形内の零平均曲率ベクトルを持つ空間的曲面について, 曲面上の正則 4 
次微分 Q と誘導計量の観点で, 曲面が完備またはコンパクトである場合の分類を目指す. また, 
Kähler 多様体内の複素曲線に着目して, 非平坦複素空間形内の極小曲面論を構築する.  
(2) Loewner の予想および Carathéodory の予想の解決を目指す. また, 孤立臍点の指数の一般
化を擬 Riemann 空間形内の空間的曲面上で定義し, 類似或いは一般の結果を目指す.  
(3) 3 次元 Riemann 空間形内の曲面上の過剰決定系に関して得られている結果に基づいて, 4 
次元空間形内の空間的曲面上で過剰決定系を定式化し, 類似或いは一般の結果を目指す.  
 
３．研究の方法 
 
(1) 擬 Riemann 空間形内の零平均曲率ベクトルを持つ空間的曲面上の正則 4 次微分 Q を中心に
調べる. また, 共形 Gauss 写像の類似物として値域が 4 次元反 de Sitter 空間や Minkowski 空
間であるものを構成し, また Willmore 曲面上の正則 4 次微分の類似物を見出す. そして
Willmore 曲面上の二つの正則 4次微分の関係を明らかにする.  
(2) 孤立臍点の指数が 1以下かどうかについては[14]等を参考に調べる. また擬 Riemann 空間
形内の一般の空間的曲面上で複素 4 次微分を定義できるので, その孤立零点の指数を調べる.  
(3) 空間の次元が 3の場合の結果を参考にして, 次元が 4 の Riemann または Lorentz 空間形内
の空間的曲面上の誘導計量およびある法ベクトル場に関する主分布の観点で過剰決定系の理論
の構築を行なう. 
 
 



 

 

４．研究成果 
 
まず, 3 次元 Riemann 空間形内の曲面の共形 Gauss 写像の類似物として値域が 4 次元反 de 

Sitter 空間 H4
1 や Minkowski 空間 E4

1 であるものを構成した ([6]). このことに基づいて, 
Willmore 曲面およびその上の正則 4次微分の類似物を見出した ([6]). そしてこのような正則
4 次微分と共形 Gauss 写像 (の類似物)が導く正則 4次微分 Q は零ではない定数倍を除いて等し
いことがわかった ([6]). また E31内の (空間的)Willmore 曲面について, その正則 4次微分が
恒等的に零であることはこの曲面が空間的極大曲面の E3

1のある反転による像であることと同値
であることを示した ([15]).  
 向きづけられた 4次元ニュートラル多様体 N 内の零平均曲率ベクトルを持つ空間的曲面の等
方性は曲面上定義される複素 4 次微分 Qが恒等的に零であることで特徴づけられる ([13, 7]). 
また, 強等方性を N に付随する空間的ツイスター空間のうちの適切なものへのリフトの水平性
で特徴づけた ([7]). 上記のような曲面が等方的ならば, 空間が Riemann の場合と同様に, こ
の場合も必要ならば空間の向きを選び直すことによって曲面は強等方的になる. N がニュート
ラル Kähler の場合, N 内の複素曲線は零平均曲率ベクトルを持ち強等方的でかつ少なくとも一
つの複素点を持つものであり, 逆も成り立つ ([7]). 特に N=E4

2の場合に, N 内の複素曲線を
誘導計量およびある正則 3次微分の観点で特徴づけた ([7]).  
 元々この研究課題では曲面は空間的であることを前提としていた. しかし, 以下に記すよう
に, 時間的な曲面も調べ, このことによって時間的な曲面の理解だけでなく空間的な曲面の理
解も進み, そして想定よりも多くの理解が得られたと考えている.  
曲面が時間的な場合, まず Riemann 面の類似物である Lorentz 面を定義する必要があった. 

向きづけられた 4 次元ニュートラル多様体 N 内の零平均曲率ベクトルを持つ時間的曲面の等方
性は曲面上定義されるパラ複素 4 次微分 Q が恒等的に零であることで特徴づけられる ([13, 
7]). また零平均曲率ベクトルを持つ時間的曲面の強等方性は, N に付随する時間的ツイスター
空間のうちの適切なものへのリフトの水平性で特徴づけられる ([7])が, 等方的であったとし
てもいずれのツイスター・リフトも水平とは限らず, リフトの共変微分は光的で有り得る. 時
間的曲面について, 値域が S4

2, H4
2, E4

2であるような共形 Gauss 写像の類似物を見出すことがで
きた. このことに基づいて, Willmore 型時間的曲面を定義しまたその上の正則なパラ複素 4 次
微分を見出した ([7]). さらにこのような正則 4次微分と共形 Gauss 写像の類似物が導く正則
4次微分Qは零ではない定数倍を除いて等しいことがわかった ([7]). また E3

1内のWillmore型
時間的曲面について, その正則 4 次微分が恒等的に零であることはこの曲面が時間的極小曲面
の E31のある反転による像であることと同値であることを示した ([15]). 特に E31内の時間的極
小曲面で Gauss 曲率が零ではないものの共形 Gauss 写像は S4

2への時間的はめこみで零平均曲率
ベクトルを持ちQ≡0を満たすが, この共形Gauss写像のリフトの共変微分は光的である ([7]).
これらの結果に基づいて, 向きづけられた 4 次元 Lorentz 多様体内の空間的曲面で零平均曲率
ベクトルを持つものの等方性についての理解が得られた ([9])が, その前に空間が Riemann 或
いはニュートラルの場合に次の段落で説明される結果が得られた ([13]). 次の段落の結果は空
間が Lorentz の場合に得られた後述の結果に関連する.  
 E4内の極小曲面の Gauss 写像は正則であることが知られている. この一般化として, 4次元超
Kähler 多様体内の極小曲面のツイスター・リフトの一つは正則関数によって与えられることを
示した ([13]). また, 4 次元ニュートラル超 Kähler 多様体内の零平均曲率ベクトルを持つ空
間的または時間的曲面に対しても同様の結果を得た ([13]). 特に空間が E4

2の場合, このよう
な曲面の Gauss 写像はやはり正則であることがわかる. 向きづけられた 4 次元 Riemann 多様体
内の極小曲面の二つのツイスター・リフトがツイスター空間の曲率テンソルの核に含まれるな
らば, 曲面上の複素 4次微分 Qは正則であることを示した ([13]). さらにツイスター・リフト
が水平でないならば, 曲面の接束および法束の局所正規直交標構場を選ぶことで, それぞれの
接続形式が co-closed になり, さらにこれらを整合条件とする過剰決定系の解を用いて第二基
本形式が構成されることがわかった ([13]). なお空間が空間形であれば, 曲率テンソルについ
ての条件は満たされる. 空間が Riemann ではなくニュートラルの場合, 曲面が空間的ならば同
様の結果が得られる ([13]). また曲面が時間的である場合, 二つのツイスター・リフトがツイ
スター空間の曲率テンソルの核に含まれるならば, 曲面上のパラ複素 4 次微分 Q は正則であり, 
またツイスター・リフトの水平性に関わらず第二基本形式は 4 つの常微分方程式の族の解を用
いて構成される ([13]). 向きづけられた 4次元ニュートラル多様体内の零平均曲率ベクトルを
持つ時間的曲面で, 二つのツイスター・リフトの共変微分が光的であるものは, 次のいずれか
を満たす ([13]): (i)ある光的法ベクトル場の型作用素は零である; (ii)全ての型作用素が零
または光的である. 3 次元 Lorentz 空間形内の Willmore 型の時間的曲面でその正則 4次微分が
零であるものの共形 Gauss 写像は(i)のような曲面を与え, また 4 次元ニュートラル空間形内の
(ii)のような曲面の特徴づけを Gauss-Codazzi-Ricci の方程式に基づいて与えた ([13]).  
 向きづけられた 4次元 Lorentz 多様体内の空間的曲面のリフトを定義した ([9]). 曲面のリ
フトは二つあり, 各リフトは曲面上の引き戻し束の 2 重外積束内のあるファイバー束の切断で
ある. 各ファイバーは曲面の各点での空間の接空間の 2 重外積空間の光錐のある超曲面である. 
空間は4次元Lorentz多様体なので, 接空間の2重外積空間には符号が(3,3)の計量が導かれる. 



 

 

上の超曲面の次元は 4であり, 符号が(2,2)の計量が導かれる. 空間が Minkowski 空間 E4
1であ

るとする. このとき曲面の各リフトは E4
1の 2 重外積空間の光錐のある超曲面への写像である. 

この超曲面上には各ベクトル場が平行であるような擬正規直交標構場が存在することがわかっ
た ([9]). 特に超曲面は平坦でありかつニュートラル超 Kähler である. 曲面が零平均曲率ベク
トルを持ちかつ空間的である場合, そのリフトはいずれも上述の超曲面のニュートラル超
Kähler 構造が与えるある複素構造に関して正則であることがわかった ([9]). 曲面が時間的な
場合にも曲面のリフトを定義でき, 空間が E4

1で曲面が零平均曲率ベクトルを持つ場合にはいず
れのリフトも上述の超曲面のニュートラル超 Kähler 構造が与えるあるパラ複素構造に関して正
則な写像であることがわかった ([9]). これらの結果は前段落で記された E4内の極小曲面およ
び E42内の零平均曲率ベクトルを持つ空間的または時間的曲面の Gauss 写像の正則性の類似物と
みなされる.  
 向きづけられた 4 次元 Lorentz 多様体内の零平均曲率ベクトルを持つ空間的曲面の等方性お
よび強等方性を定義した ([9]). これらは 4次元 Riemann 多様体および 4次元ニュートラル多
様体における等方性および強等方性の類似物であり, 特別な局所複素座標の取り方に基づく. 
また後者は曲面のリフトが定める混合型構造 (複素構造の類似物)を必要とする. 一般には, 等
方的であることは, 曲面上の複素 4 次微分 Q が零であるまたは強等方的であることと同値であ
る ([9]). Q≡0 は第二基本形式が零または光的であることと同値であり, またリフトの共変微
分による特徴づけを持つ ([9]). リフトの曲率テンソルによる像が零であるとする. このとき
Q は正則である ([9]). さらに曲面が全測地的な点を持たないとする. 法接続の曲率および Q
が零ならば曲面は強等方的である ([9]). また, 強等方的ならば, 法接続の曲率および接束の
接続形式の余微分は零であり, 第二基本形式はこれらを整合条件とする過剰決定系の解により
構成される ([9]). 空間が 4 次元 Lorentz 空間形ならば, 等方性, 強等方性および Q≡0 は互い
に同値である ([9]).曲面が時間的な場合には部分的に類似の結果が成り立つが, 一方で等方性
と強等方性は同値であり ([9]), Q が恒等的に零ならば全測地的である. また, 空間が空間形
であり曲面が等方的ならば全測地的である ([9]). 
 以上により, 向きづけられた 4次元 Riemann, Lorentz またはニュートラルな多様体内の零平
均曲率ベクトルを持つ空間的または時間的曲面の等方性, 強等方性についてのまとまった理解
を得ることができた ([8]). これは本研究課題における基本的な研究対象についての理解を得
たことを意味する. この中には共形 Gauss 写像, Willmore 曲面およびその上の正則 4次微分の
類似物についての理解も含まれる. 従って, 「研究の方法」の(1)については, 本研究課題申請
時の想定をはるかに超えた結果を得ることができた. (2)については, そもそも孤立臍点の指数
についての研究が難しいことは十分にわかっていたのであり, その重要性に何の変更もない. 
また(3)については, (1)に関する議論が一段落してから取り組むのが良いと考えている ((1)に
ついてはまだ論点を残していて, しばらく議論が続くと思われる). また E4 内の極小曲面の
Gauss 写像の正則性に関連する結果は本研究課題申請時には想定されていなかったが, とても
良い結果であると思う.  
以上で言及しなかった研究成果について以下に記していきたい. この段落は擬 Euclid 空間

En+2
q 内の零平均曲率ベクトルを持つ空間的曲面上の正則４次微分 Q に関するものである. 上の

ような曲面の(-1)-写像Ψ-1というものを定義した. Ψ-1は Cnへの正則写像である. そして Q≡0
とΨ-1 がある複素２次形式の零点集合に値をとることは同値であることを示した ([12]). Ψ-1

がこの条件を満たしかつ恒等的に零でないときに, Ψ-1 から(-2)-写像Ψ-2 という Cn-2 への正則
写像を定義した. 一般に, (-k)-写像Ψ-kから(-k-1)-写像Ψ-k-1を定義した. Ψ-k写像は Cn+2-2kへ
の正則写像である. M を Riemann 面とし, F を M の En+2

qへの零平均曲率ベクトルを持つ空間的は
めこみとする. K を(n+1)/2 を超えない整数の最大値とする. このときΨ-1からΨ-K+1のいずれか
が恒等的に零であるまたはΨ-Kがある複素２次形式の零点集合に値をとることと, F と空間のあ
る等長変換との合成が(F+, F0, F-)または(F+, F0, F-, 0)と表されることは同値であることを示
した ([12]), 但し F+, F-はいずれもある次元の複素数空間への正則写像で, F0は光的法ベクト
ルに M上の調和関数を掛けたものの組で与えられる.  
 この段落は E3

1内の零平均曲率を持つ混合型曲面に関するものである. 本研究は大阪市立大学
の加藤信氏, 橋本要氏, 濱田航平氏との共同研究に基づく. E3

1のコンパクト化は E5
2の光錐の

射影によって与えられ, (S2×S1)/{±Id}と微分同型である. E3
1のコンパクト化内の空間的曲面

および時間的曲面を定義し, これらの共形 Gauss 写像を定義した ([15]). そして E3
1のコンパ

クト化内の空間的または時間的曲面が Willmore であることの定義を与えた ([15]). また E3
1内

の混合型曲面で平均曲率が有界なものの空間的開集合, 時間的開集合それぞれで定義される共
形 Gauss 写像の値域をある共通の空間にうめこむことによって, 混合型曲面全体で定義される 
(連続な)共形 Gauss 写像を定義した ([15]). E3内の完備かつ全曲率有限な極小曲面が E3のコン
パクト化である S3 内のコンパクトかつ C∞級の Willmore 曲面を定めるための条件は極小曲面の
エンドがうめこまれていてかつ平坦であることによって与えられる. この類似を E3

1内で考えよ
うとするとき, E3

1内の零平均曲率を持つ混合型曲面のエンドの平坦性が問題になり, それぞれ
のエンドの平坦性の判定がなされ平坦でない場合の性質が調べられた ([15]).  
 最後にトーラス上の階数 4 の向きづけられたベクトル束に付随するツイスター空間に関する
結果について説明したい. 本研究は木原拓夢氏(令和 2 年度修士号取得)との共同研究に基づく. 



 

 

計量および計量に適合する接続を持つ上記のようなベクトル束に付随するツイスター空間が偏
水平な切断を持つならば, 既に与えられている接続に関するある接続についてその切断は水平
になることを示した ([16]). この切断に対応するベクトル束の複素構造は後者の接続について
平行である. 計量がニュートラルな場合も調べ, 偏水平な切断が空間的, 時間的および光的な
場合のそれぞれについて同様の結果を得た ([16]). トーラスのホモロジー群の生成元を与える
二つの閉曲線をとるとき, これらの上での水平性がツイスター空間のファイバーの有限個の元
を与えるための条件が得られ, その条件は SO(3)の有限部分群を用いて表される ([16]).  
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