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研究成果の概要（和文）：本研究の目的は，リーマン面のモジュライ空間の局所的な構造を定量的に理解するこ
とにある．モジュライ空間とはリーマン面全体からなる空間であり，様々な分野において重要な研究対象とされ
てきた．調和体積はモジュライ空間を調べる上での重要な複素解析的不変量である．超楕円曲線と呼ばれるリー
マン面の調和体積を，反復積分を用いて導出した．さらに，調和体積と写像類群の拡大ジョンソン準同型の関係
性を明らかにした．また，非線形O(3)シグマ模型を用いて，離散リーマン面上のエネルギーに関する不等式を導
出した．

研究成果の概要（英文）：The moduli space of compact Riemann surfaces is the space of all 
biholomorphism classes of compact Riemann surfaces. The harmonic volume of compact Riemann surfaces 
is a complex analytic invariant using Chen's iterated integrals. It enables a quantitative study of 
the local structure of the moduli space. We obtain its new value for a certain pointed hyperelliptic
 curve. We explain the relationship between the harmonic volume and first extended Johnson 
homomorphism on the mapping class group of a pointed oriented closed surface.

研究分野： 幾何学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
モジュライ空間とはリーマン面全体からなる空間であり，19世紀のリーマンに始まり，複素解析学，微分位相幾
何学，代数幾何学，物理学など様々な分野において，重要な研究対象とされてきた．モジュライ空間の局所的な
構造を定量的に理解するために，調和体積のような複素解析的不変量の明示的な導出が重要である．対称性を利
用して，特別なリーマン面の調和体積を導出した．モジュライ空間と曲面の写像類群は深い関連があり，写像類
群の拡大ジョンソン準同型と調和体積を結びつけることができた．このようにして，モジュライ空間の局所的な
構造に対する新たな知見を得た．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１． 研究開始当初の背景 
本研究の中心的な役割を果たすリーマン面のモジュライ空間について述べる．種数 ≥ 0， 境

界成分 ≥ 0個をもつコンパクト有向曲面をΣと表す．定曲率−1をもつ双曲曲面をリーマン面と
呼ぶ． = ( , ,… , )が各境界成分の測地的長さの組であるような，リーマン面の同値類全体
をリーマン面のモジュライ空間 と呼ぶ．モジュライ空間は，19 世紀のリーマンに始まり，複
素解析学，微分位相幾何学，代数幾何学，物理学など様々な分野において，重要な研究対象とさ
れてきた． 
モジュライ空間 には，Weil-Petersson 形式と言う自然なシンプレクティック 2 次微分形式

が定まる．外積をとることにより，体積形式から Weil-Petersson 体積 , ( )が定義できる．
Mirzakhani は一連の論文において， , ( )の研究を行った．測地線の長さに関する McShane
恒等式を一般化することにより， , ( )に関する漸化式を導出した．Eynard と Orantin はこの
漸化式をラプラス変換することにより，位相的漸化式を導いた．この位相的漸化式は一般化され，
スペクトル曲線に対して定義された．スペクトル曲線の取り方により，ミラー対称性，結び目に
関する体積予想，Kontsevich-Penner 行列模型と関連することが指摘され，興味深い研究対象の
一つと言える．一方， = 0のときの有向閉曲面Σに複素構造が入るとき，閉リーマン面 と呼び，
閉リーマン面のモジュライ空間も と表す．モジュライ空間を位相幾何学の観点から研究する際
に，曲面の写像類群の拡大ジョンソン準同型は重要な道具となる． 

1 次微分形式の積分およびその拡張である Chen の反復積分，グリーン関数を用いて，モジュ
ライ空間 上のある平坦束のなめらかな切断 が定まる．これの特別な場合を，周期，調和体積
と呼ぶ．周期や周期行列は古典的に知られており，Siegel 上半空間と結びつけるなど様々な角度
から研究されている．調和体積は Harris により定義された．切断 は直接計算可能な複素解析的
不変量であり，モジュライ空間の局所的な構造を定量的に解明するための道具と言える．切断
の拡張として得られる調和的マグナス展開は河澄響矢氏により定義された．さらに，モジュライ
空間の 2 種類の微分形式の差として得られる新たな不変量として，河澄-Zhang 不変量が定義さ
れた． 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は，リーマン面のモジュライ空間の局所的な構造を定量的に理解することにあ

る．モジュライ空間に対して自然に定まる Weil-Petersson 体積 , ( ) は，Mirzakhani を初め
とする多くの研究者によって解析されてきた． , ( ) の満たす漸化式の拡張として位相的漸化
式が定まり，物理学者を中心に研究されている．本研究では，曲面の複素構造に依存して定まる
周期，調和体積，調和的マグナス展開，河澄-Zhang 不変量と位相的漸化式を結びつけることに
より，新たな不変量を導出して，モジュライ空間の局所的な構造の定量的な理解を試みる． 
 
３．研究の方法 
(1) 双正則自己同型群が非自明であるような，対称性の高い閉リーマン面 について，周期，調
和体積を導出する．双正則自己同型群Aut( )の への自然な作用を利用して，調和体積の導出に
必要な正則 1 次微分形式のポアンカレ双対を計算する．周期を導出する数式処理プログラムを
作成して，多くのリーマン面でプログラムを実行する． 
 
(2) 曲面の理想 3 角形分割から得られる，1,3 価頂点の有向計量付きグラフをファットグラフ
と呼ぶ．モジュライ空間上の点と同一視することができる．ファットグラフのトレミー変形は，
モジュライ空間のコホモロジー類と結びついている．Mercat の離散リーマン面とは，曲面の 3
角形分割とその双対上に離散複素構造を導入したものである．通常の複素構造と似た構造を持
ち，無限に細かくしていくと通常の複素構造に近づくことが知られている．トレミー変形，およ
び Mercat が発見した離散リーマン面の周期行列を導出するアルゴリズムを利用して，周期，調
和体積を導出する． 
 
(3) これまでの周期，調和体積の導出結果と，具体的なスペクトル曲線の位相的漸化式を組み
合わせることにより，調和的マグナス展開および河澄-Zhang 不変量を明示的に導出し，モジュ
ライ空間の構造を定量的に理解する． 
 
４．研究成果 
(1) 超楕円曲線 とは，複素射影直線ℂ の2 + 2点分岐 2 重分岐被覆であり，種数 のリーマ
ン面である．分岐点の取り方によって の複素構造が変化する.代数方程式 2 = 2 +1 − 1から得
られる超楕円曲線の点付き調和体積を，反復積分を用いて導出した．また，調和的マグナス展開
を利用して，拡大ジョンソン準同型と点付き調和体積を結びつけた．さらに，写像類群の拡大ジ
ョンソン準同型の具体的な値を決定した．これらの結果をまとめた論文が専門誌に採択された．
招待講演を含む各種研究集会において，点付き調和体積と拡大ジョンソン準同型に関する講演



を行った． 
 
(2) 数理物理学で扱われる場の理論の離散化の一つとして，非線形 (3)シグマ模型を用いて
離散リーマン面上のエネルギーに関する不等式を，鎌田勝(木更津高専)氏との共同研究により
導出した．通常の複素構造との整合性をより高めた離散複素構造が近年定義され，我々はその
定義を用いている．特別な条件を満たす離散リーマン面上の離散正則関数が，離散オイラー-
ラグランジュ方程式を満たすことを示した．菱形格子から得られる離散リーマン面上の離散
正則べき関数についてのエネルギーを明示的に導出した．上記についてまとめた論文を投稿
する予定である． 
 
(3) 自由組みひも群の研究において，Kim と Manturov は 5 角関係式をもつ群Γを定めたが，
Γの構造はあまり知られていない．逆井卓也(東大数理)氏，田中心(東京学大教育)氏との共同研
究により，組合せ群論的な考察から，群Γの一つの最小生成系を与え，そのアーベル化を導出し
た． 
 
(4) 超楕円曲線や対称性の高いリーマン面に関する非自明な複素解析的不変量の導出に取り組
んだが，明示的な結果が得られなかった．また，特別なリーマン面の周期計算プログラムを作成
したが，うまくいかない場合があり，修正中である． 
 
なお，本科研費により，4件の研究集会を共同で開催した． 
「モジュライ空間のシンプレクティック幾何」 
期日：2018 年 1月 26 日(金)～1月 28 日(日)  
場所： 東京大学大学院数理科学研究科 123 教室  
世話人(敬称略)：逆井卓也(東大数理)，河澄響矢(東大数理)，田所勇樹 (木更津高専) 
 
「リーマン面に関連する位相幾何学」 
期日: 2018 年 8月 7日(火)～8月 10 日(金)  
場所: 東京大学大学院数理科学研究科 123 教室 
世話人(敬称略): 河澄 響矢(東大数理)，久野 雄介 (津田塾大)，佐藤 正寿 (東京電機大)， 
田所 勇樹 (木更津高専) 
 
「モジュライ空間と双曲幾何の進展」 
期日：2019 年 1月 24 日(木)～1月 26 日(土) 
場所：東京大学大学院数理科学研究科 123 教室(24, 25 日), 056 教室(26 日)   
世話人(敬称略)：逆井卓也(東大数理)，河澄響矢(東大数理)，田所勇樹 (木更津高専) 
 
「リーマン面のモジュライ空間の諸相」 
期日：2020 年 1月 23 日(木)～1月 25 日(土)  
場所：東京大学大学院数理科学研究科 002 教室  
世話人(敬称略)：逆井卓也(東大数理)，河澄響矢(東大数理)，田所勇樹 (木更津高専) 
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