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研究成果の概要（和文）：本研究の目的は、非線形楕円型方程式の固有値問題とその逆問題を、常微分方程式論
的手法を中心に、関数解析、特殊関数論、変分法等を用いることにより、新たな研究課題を見出し、研究の新展
開を図ることである。本研究では非線形楕円型方程式の固有値問題に関して、これまで取り扱いが困難であった
非線形項を含む分岐問題の大域解析に対して停留値法が有効であることを発見した。また、非線形項に振動項や
対数項を含む非線形楕円型方程式の分岐曲線および対応する解の大域的構造に関する詳細な漸近公式を確立し
た。これらの研究成果は逆分岐問題の考察に新しい展開を与えるとともに、今後の研究の発展に大きく寄与する
結果である。

研究成果の概要（英文）：The purpose of this research is to establish the precise asymptotic formulas
  for nonlinear bifurcation problems and obtain the new aspects of the inverse bifurcation problems.
 For the direct problems, we establish the precise asymptotic formulas for the eigenvalue problems 
which have biological and physical background. Precisely, we studied the ordinary differential 
equations with oscillatory and logarithmic terms and obtained the very precise results about the 
global shape of bifurcation curves and the solution curves associated with them. For the inverse 
bifurcation problems, we consider the problems associated with the direct problems to develop new 
directions of inverse problems. In particular, we obtained the new and important aspects for inverse
 bifurcation problems from the results obtained in the study of the global structures of bifurcation
 curves for the equation with oscillatory and logarithmic terms.

研究分野：非線形楕円型固有値問題

キーワード： 非線形固有値問題　分岐問題　漸近解析　逆分岐問題

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
非線形固有値問題における分岐曲線の形状を詳細に調べること、またそこで得られた順問題の成果を逆分岐問題
に応用していくというアイデアはこれまでにない、全く新しい研究課題である。したがって、本研究で得られた
成果は新規性が高く、微分方程式の分岐問題に新しい研究の方向性を提案している。この観点から、この研究で
得られた成果や知見は今後の非線形固有値問題の分野において、新たな発展性を生み出している。また、考察し
た方程式が物理的背景に基づいていることから、今後、他の自然科学や工学の分野における研究発展に寄与する
可能性があるといえる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
非線形楕円型方程式の固有値問題は、単振り子の方程式、非線形シュレーディンガー方程式や

ロジスティック方程式から導かれる方程式など、自然現象や工学的現象等を記述する方程式に

現れることから、世界的に精力的に研究されている分野である。その固有値、すなわち分岐曲

線の構造は一般的には非常に複雑なので、これまでは主として変分法や局所的分岐理論などを

用いて解析されてきた。しかし分岐曲線の大域的構造を詳しく解析することは、研究開始時点

においても非常に困難な状況にあった。その理由は、分岐曲線の構造は個々の非線形項の性質

に大きく依存して変化するため、統一的な解析方法の構築は非常に難しく、個々の方程式の特

徴に応じて適切な解析法を考案しなければならないからである。たとえば、「考察する方程式

が無限回振動する非線形項を含む時、対応する分岐曲線は無限回振動するか」という、一見非

常に単純に見える問題の解析においても極めて複雑な計算を要する。このような理由で、分岐

曲線の漸近解析は、局所的解析が主流であった。そこで、研究開始にあたり、Time map 法（常

微分方程式論的手法）による漸近展開を駆使してその大域的挙動を詳細に漸近解析する方法を

精査した。ここで得られた解析法は研究開始当時においても画期的であり、のちの逆分岐問題

解析にも新展望を与えることとなった。一方、逆分岐問題に関しては、研究はあまり進められ

ていなかった。線形の逆固有値問題は長い歴史を有する伝統的な研究分野である。有名な問題

では、固有値の漸近的情報から未知のポテンシャルを決定する逆問題など、非常に多くの問題

が提起・研究されてきた。一方、逆分岐問題とは、ある現象の特徴的性質を反映した分岐曲

線、たとえば生物の個体数の増大を表わす分岐曲線の考察から、その現象を支配するファクタ

ー、すなわち方程式の非線形項を決定する、というような問題が典型例である。しかしなが

ら、そもそも分岐曲線そのものが非常に複雑な構造を有しているため、研究開始当初の段階で

は、非線形楕円型方程式の逆分岐問題の研究は、ほとんどなされていなかった。わずかに、極

めて限定的な条件を課し、既存の理論の適用可能な範囲での研究結果しか見当たらないという

状況であった。 
２．研究の目的 
本研究の目的は、非線形楕円型方程式の固有値問題とその逆問題を、常微分方程式論的手法を

主体とし、変分法、特異摂動法等を用いて研究することである。具体的には、主に次の課題に

取り組むこととした。まず、非線形楕円型方程式の固有値問題に関しては、非線形楕円型方程

式の分岐曲線および対応する解の構造に関する詳細な漸近公式を確立することを目標とした。

分岐曲線の大域的構造は、その方程式が記述する現象の特徴的な性質を反映していることか

ら、具体的・特徴的現象を記述する方程式を研究対象とすることとした。また、逆分岐問題に

関しては、考察する方程式が未知の非線形項を含んでいる場合、分岐曲線の大域的形状などの

特徴から未知の非線形項を決定するという、逆分岐問題の研究の新展開に取り組むことを目的

とした。 

３．研究の方法 
研究の進展を図るためには、情報収集と意見交換が重要なポイントである。そこで、専門的研

究者と密接な研究連絡を行って、研究目的を達成するための最重要ポイントを追求し、研究の

進展を図ることとした。そのための方法として、研究成果を研究集会等で発表し、視野の広い

研究者と討論・情報交換を行い、新たな観点から研究を展開させることとした。研究目的に対

する具体的達成のための計画と方法は、まず Time map 法（常微分方程式論）と特殊関数による

アプローチを用いることとした。自励系の方程式に対する分岐曲線の解析のために開発した



Time map 法による漸近展開法を、特殊関数の性質と関連付けて改良することにより、方程式

が、三角関数のような特別な非線形項を含む場合について得られた研究結果の一般化をめざ

す。上記の方法を発展させ、摩擦項を含むような単振り子の方程式に関して得られた結果の一

般化を目標とする。次に、特異摂動法によるアプローチにより研究の進展を試みる。研究目的

遂行のために考察する固有値問題は、非線形楕円型方程式の特異摂動の問題に深く関連してい

ることに着目した。このことに関する知見を得るため、非線形楕円型方程式の国際的専門家と

の意見交換を行い、この方法の最新の研究成果に関する情報を収集し、それを援用して研究を

遂行する。特に、分岐曲線が S字型になる結果を、球対称解の場合に拡張することを目標とし

た。さらに、変分法的アプローチの再構築を試みることは重要である。対象となる非線形楕円

型固有値問題に対して最適な変分法の枠組みの設定は極めて意義深い。この分野の専門家との

意見交換を行い、変分法的アプローチによる非線形楕円型方程式の解の漸近挙動の解析法を追

求する。これにより得られた結果を、すでに得られている結果と組み合わせることにより球対

称解への拡張を目標にする。最後に、逆問題に対する新しい視点からのアプローチを試みる。

逆問題に深い洞察力を持つ専門家との意見交換を通じて、従来にはなかった視点、すなわち、

分岐曲線の大域的・局所的性質から得られるどのような情報から、未知の非線形項を決定でき

るか、という逆問題に焦点を絞る。上で述べた研究計画は、研究対象が明確であり、それに対

するアプローチが具体的であることから、多くの研究成果を得ることが十分に期待できる。そ

して、得られた研究成果を海外における国際研究集会で発表する。特に、常微分方程式に関す

る講演が充実している研究集会において、積極的に研究成果を発表することで、海外の研究者

との深部にわたる情報交換を行うことが可能になり、研究のさらなる展開が期待できる。ま

た、京都大学数理解析研究所等で開催される国内研究集会において、多くの成果発表を行い、

より多くの国内研究者との情報交換により、新たな研究の発展の方向を確立する。 

４．研究成果 

興味深い現象として、考察する方程式が複雑な非線形項を含む場合にも、分岐曲線に比較的シン

プルな振動現象が出現することに注目した。まず、非線形項に正弦関数と負べきの多項式が掛け

算されたものを含む常微分方程式に対して、これまでの研究で考察してきたアプローチは有効

ではないことが判明した。この困難を克服するために、関数解析的手法を援用することにした。

具体的には、一般化された停留値法に着目し、これとタイムマップ法を組み合わせるアプローチ

が、今までの方法では取り扱うことが困難であった非線形項を含む非線形常微分方程式の分岐

問題の解析に非常に効果的であることが判明した。特に、計算を遂行する上で生じるフーリエ積

分の被積分項に含まれる相関数が２つの停留点を持つ場合に、一般化された停留値法を適用し

た。その結果、これまで解析が難しかった振動現象に対して研究成果をあげることに成功した。 

さらに、常微分方程式の順問題に焦点を絞り、非線形項に対数項や振動項を含む方程式につい

て、分岐曲線と対応する解の大域的構造に関する詳細な漸近公式を確立することに成功した。

このような方程式を研究対象とした理由は、分岐曲線の大域的構造が考察する方程式の特徴的

構造、すなわち非線形項の性質を反映していることを考慮したからであり、上記のような、具

体的背景をもつ方程式に研究対象を絞った。考察した方程式は、対数型シュレーディンガー方

程式に由来することから、得られた研究成果は物理的観点からも意義深いものである。また、

対数項と振動項の双方を含む方程式に関しては、研究初期の予想に反して、分岐曲線の大域的

挙動には振動項の影響が非常に小さいことが判明した。このことは、逆分岐問題に関する予

想、すなわち、分岐曲線の漸近挙動が非線形項の特徴を色濃く反映する、という予想に当ては



まらない具体例であり、今後の逆分岐問題の研究における発展の方向性に大きな影響を与える

結果をもたらした。 
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