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研究成果の概要（和文）：有向グラフ上で定義された箙ゲージ理論をグラフ理論を用いて解析を行なった。特
に、2次元超対称ゲージ理論に対して、分配関数を局所化の方法を用いて厳密に評価し、箙ゲージ理論における
渦糸(ヴォーテックス)のモジュライ空間に関する新しい知見を得た。また、2次元のリーマン面を分割した離散
空間上の超対称ゲージ理論を箙ゲージ理論の一種としてとらえ、その理論の構成および量子異常に対するゼロモ
ードの寄与などの位相幾何学的な性質を、グラフ理論を用いて連続理論との対応を含め明らかにした。

研究成果の概要（英文）：We analyze quiver gauge theories defined on directed graphs using graph 
theory. In particular, for two-dimensional supersymmetric gauge theory, the partition function is 
exactly evaluated by the localization method, and new knowledges about the moduli space of the 
vortices in the quiver gauge theory are obtained. We also consider supersymmetric theory on the 
discretized space-time divided by the two-dimensional Riemann surface, which can be regarded as a 
kind of the quiver gauge theory. Using graph theory, we clarify the construction of the quiver gauge
 theory and topological properties such as the zero mode contribution to the anomalies, including 
the relation to the continuum theory.

研究分野：超対称ゲージ理論

キーワード： 超対称ゲージ理論　箙ゲージ理論　グラフ理論　局所化定理　格子ゲージ理論

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
頂点同士を向きを持った矢印で結ぶ有向グラフによって箙ゲージ理論と呼ばれるタイプのゲージ理論を定義でき
る。一方、有向グラフ含むグラフ一般を扱う数学の道具としてグラフ理論がある。箙ゲージ理論がグラフを用い
て定義される以上、グラフ理論を用いた解析を行うことができるものと期待されるが、これまで箙ゲージ理論に
対してグラフ理論を積極的に活用することはあまり行われてこなかった。本研究は、物理的な解釈や連続理論と
の関係を含め、箙ゲージ理論の構成と解析においてグラフ理論が非常に有効であることを示すものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
(1) 箙ゲージ理論はオービフォールド上の D ブレインやブレイン構成法における有効理論とし
て現れ、その理論の解析は幾何学や代数学との結びつきも含め様々な広がりを持っている。その
箙ゲージ理論は、グラフの頂点にゲージ群、頂点同士を結ぶ辺上に両端のゲージ群に対する双基
本表現の物質場を対応させることで理論を定義することができる。すなわち、有向グラフを与え
ることによって物質場の表現を含めた理論の構造を決定することができる。このような有向グ
ラフを数学的に扱う方法としてグラフ理論が知られているが、本研究開始当初では、箙ゲージ理
論とグラフ理論との関係は明確ではなかった。特に、グラフ理論が箙ゲージ理論を含む超対称ゲ
ージ理論や超弦理論に果たす役割について、明確にする必要があった。 
 
(2) 時空を離散化することによって正則化を行う格子ゲージ理論では、理論が定義される離散空
間は通常正方格子を用いることが多い。特に、超対称性を離散空間上に構成する方法の一つであ
る杉野模型は 2次元の正方格子を用いている。引用文献①②にあげた研究では、杉野模型を正方
格子ではなく、2次元リーマン面を自由に分割した格子(多面体)上に一般化して構成することに
成功している。このリーマン面を分割した離散空間上でのゲージ理論は、箙ゲージ理論の一種と
して理解することができるが、この一般化された杉野模型が一般的な箙ゲージ理論と同様にグ
ラフ理論を用いて解析可能か、あるいはグラフ理論が有効な道具として使えるのか興味が生じ
ていた。 
 
 
２．研究の目的 
(1) 箙ゲージ理論が有向グラフを用いてその構造を決定できる以上、その解析においてグラフ理
論が有効であることが期待される。したがって、まずはゲージ理論として深い理解が得られてい
る 2 次元の超対称ゲージ理論に対象を絞り、ゲージ群と物質場を有効グラフによって規定され
た 2 次元超対称箙ゲージ理論として構成する。その 2 次元超対称箙ゲージ理論を局所化の方法
を使って解析し、グラフ理論との関連を見出す。特に、超対称ゲージ理論では、渦糸(ヴォーテ
ックス)といったソリトンが重要な役割を演じるが、箙ゲージ理論で定義された渦糸の解空間(モ
ジュライ空間)の性質についてもグラフ理論を通じた研究を行う。 
 
(2) 2 次元リーマン面を分割した離散空間上で定義された一般化された杉野模型について、その
分割と対応したグラフ理論を用いて解析を行う。特に、グラフ理論の離散空間を行列に対応させ
て扱う手法を活用し、理論の再構築と量子異常を含めた量子論的性質を明らかにする。 
 
(3) 連続時空上で定義された箙ゲージ理論、離散空間上で定義された格子ゲージ理論、それら双
方のグラフ理論を用いた解析から、離散から連続に繋がる時空像について新しい知見を得る。 
 
３．研究の方法 
(1)2 次元超対称箙ゲージ理論および一般化された杉野模型をグラフ理論の言葉を使って構成す
る。特に、隣接行列や接続行列といった離散空間であるグラフを行列の構造として表現するグラ
フ理論の手法を用いて、理論の再構築を行う。 
(2) グラフ理論に現れる手法について物理的な解釈を確立する。 
(3) 局所化の方法(局所化定理)を使って、理論の分配関数などを厳密に評価する。その結果に対
してグラフ理論からの理解を与える。 
 
 
４．研究成果 
(1) 2 次元超対称箙ゲージ理論の研究を行う前に、リーマン面上で定義された 2次元超対称ゲー
ジ理論についてより深い理解が必要となった。特に、局所化の方法を使って理論を解析した際に、
得られた分配関数の評価が物理的・数学的にどのような意味を持つのか明確にする必要があっ
た。この予備的な研究では、物質場を含むカイラル多重項中のスカラー場が期待値を持つヒッグ
ス相と、ゲージ場を含むベクトル多重項中のスカラー場が期待値を持つクーロン相のそれぞれ
において、局所化の方法を用いて同じ物理量の異なる解釈(表式)を得ることができた。 
 まず、ヒッグス相における局所化では、フェルミオンにゼロモードが存在するため、フェルミ
オンの双線型形式(質量項)を含んだある種の超対称演算子を挿入する必要がある。その演算子は、
2 次元超対称ゲージ理論における BPS 渦糸の解空間の体積を与えるものになっていることを明
確に示すことができた。一方、クーロン相における局所化では、最終的にベクトル多重項中のス
カラー場の固有値空間上での多重積分まで簡約化されるが、その積分を留数計算として評価す
ることによって、ヒッグス相での解釈から期待される BPS 渦糸の解空間の体積についての厳密
な結果を得ることができた。 



 この研究成果は、その後の研究における物理的な解釈と理解に対する大きな基盤となった。 
 
(2) 2 次元のリーマン面上の超対称ゲージ理論のゲージ群と物質場を箙ゲージ理論に拡張し、解
析を行った。特に、理論における超対称変換や拘束条件などはグラフ理論における接続行列を用
いて表すと非常に簡明かつ扱いやすい形式で理論を構成できることがわかった。また、この理論
でも重要な働きをする BPS 渦糸についても、グラフ上に定義されたより広いクラスの微分方程
式系として表すことができる。 
 この超対称箙ゲージ理論についても、ヒッグス相とクーロン相の双方において局所化の方法
を用いた解析を行った。グラフ理論の手法を用いて理論を構成できたおかげで、(1)の研究成果
の多くの部分をそのまま利用することができ、見通しの良い表式と結果を得ることができた。 
 この成果は、一般のグラフ上に拡張された BPS 渦糸系について、その解空間の体積を積分公
式として厳密に与えたことになっており、物理的・数学的の双方の観点から全く新規の結果とな
っている。また、グラフの頂点に与えられたゲージ群の一部に対して強結合領域を考えると、非
線形シグマ模型における BPS渦糸系の解空間の体積も厳密に評価できることがわかった。 
 
(3) 2 次元のリーマン面を自由に分割して得られた離散空間と有向グラフを対応させ、その上に
一般化された超対称ゲージ理論(杉野模型)を構築した。その理論の超対称変換および作用はグラ
フ理論における接続行列で表現される。グラフ理論では、接続行列の 2乗はラプラシアン行列と
して知られているが、これはまさしく連続空間におけるラプラシアンに相当し、接続行列はその
平方根、すなわちディラック演算子に相当することがわかる。連続空間上の場の理論では、ディ
ラック演算子の核はゼロモードと呼ばれ、場の理論における量子異常などで重要な役割も演じ
るが、グラフ上に定義されたゲージ理論においても接続行列の核が量子異常に対して重要な役
割を持つことを見出した。グラフ理論を用いることで連続理論と同様の位相幾何学的な解析や
手法が使えることがわかったのである。特に、トーラスといった平坦空間の正方格子で考える通
常の格子ゲージ理論と異なり、様々な種数を持ったリーマン面の離散空間(多面体)上で、そのト
ポロジー(オイラー標数)に応じてゼロモードや量子異常の振る舞いが変化することがわかった。 
 このグラフ上の超対称ゲージ理論においても(1)の研究成果と同様に局所化の方法を使って解
析を進めることができ、特にクーロン相において、連続理論と同様、ベクトル多重項中のスカラ
ー場の固有値空間(ゼロモード)上での多重積分まで簡約化されることを見出した。 
 この研究成果はグラフ上の接続行列を離散空間上の差分演算子として積極的に解釈・活用し、
グラフの位相幾何学的な側面まで含めて場の理論として扱った初めての例となると思われる。 
 
<引用文献> 
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