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研究成果の概要（和文）：我々は摂動法による高次輻射補正に現れるファインマン積分の計算法を開発してい
る。摂動法で取扱うのは、ファインマンダイアグラムの計算であり、高次の場合にはループを有するダイアグラ
ムが現れファインマン積分が出現する。この積分は「紫外・赤外発散」及び「被積分関数の分母が0となるとき
の発散」を有する。我々は発散を正則化するパラメータを有限化した上で積分を実施し、その後外挿法で極限を
求めている。この手法は完全に数値的で、ループ数／内線数／内線の質量／外線運動量／によらずに発散部分と
有限部分を同時に求められる。本研究では、5ループ内線数14のファインマン積分までを対象として我々の計算
法の性能を評価した。

研究成果の概要（英文）：We have been developing a fully numerical method for an evaluation of 
Feynman integrals which appear in calculation of higher order radiative corrections. In perturbation
 theory calculations are carried out based on Feynman diagrams. When the order becomes higher, there
 appear diagrams with loop topology and an evaluation of Feynman integrals is necessary and it 
becomes a crucial task. Generally speaking, they are difficult integrals due to ultra violet and 
infrared divergences and singular behaviors of integrands. Our method is a combination of numerical 
a multi-dimensional integration and an extrapolation method. It is fully numerical and it can handle
 Feynman integrals with various physics parameters such as masses of internal lines and external 
momenta. In this research period, our method shows a good performance for the computation of Feynman
 diagrams up to 5-loops with 14 internal lines.

研究分野：計算素粒子物理学

キーワード： 高次輻射補正　ファインマン積分　マルチループ　多次元数値積分　並列計算

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
完全に数値的な手法を用いることで、内線の質量／外線運動量／ループ数／内線数によらない統一的な計算法で
高次輻射補正に現れるファインマン積分を求めることにより、高次補正まで含んだ理論予測値を得ることができ
る。将来の加速器実験では、素粒子理論での標準理論の検証が非常に精密に行われ、特に電弱相互作用の研究が
重要となる。電弱相互作用では、様々な質量の素粒子が関与するために解析的な方法のみでは対応は困難であ
り、我々が開発する数値計算法が有用となる。我々の方法は、計算機の能力によるところがおおいが、今後ます
ます計算機が発展することが期待される今日においては、有望で持続可能な方法である。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
素粒子物理学では、物質の根源や時空の理解を進めようと標準理論やそれを超える理論などが
提案され理論的な研究が進展している。高エネルギー加速器実験では、測定器技術の発展により、
非常に精密な実験データが取得されるようになってきている。実験データを理解するためには
実験データよりも精度の高い理論予測値が必要である。 
欧州原子核研究機構（CERN）の LHC（Large Hadron Collider）は、性能向上のための改良
をすませ 2015年より 13TeVの衝突エネルギーで加速器運転を再開した。2016年には物理デー
タの取得も再開し、素粒子物理学は新物理探索の「精密時代」に突入した。LHCは陽子・陽子
衝突型加速器であり、強い相互作用プロセスでの高次輻射補正が最優先であった。質量をもたな
い粒子を扱う場合については、ファインマン積分の解析的な取扱いが主流で、ヨーロッパを中心
に研究が発展した。近年は、電弱相互作用の重要性が明らかになってきたことを受けて、質量を
もつ粒子を含んだファインマンダイアグラムを対象に、部分積分法、特異性を抽出するセクター
分解の方法、差分方程式を解く方法など多方面から研究が進められている。本研究開始当初、
我々はファインマン積分の数値計算法を開発し、内線の粒子が質量を有する 1 ループ 6 点関数
まで／2ループ 4点関数までについて、ファインマン積分を計算可能であることを確認し、続い
て質量のない粒子やより幅広い種類の粒子にも適用できるよう計算法の改良を計画していた。 
計算機を用いる研究は、計算機の性能に強く依存する。2010年代は、国産のスーパーコンピュ
ータ京の運用が開始され、世界の中で優秀な成績を示すなど国内で計算機の性能に注目が集ま
る時代であった。スーパーコンピュータだけではなく次々と開発される新アーキテクチャの計
算機の能力を最大限にひきだすためには、それに適する計算法の改良が欠かせない。我々の開発
する数値計算法においても、計算機科学および計算科学の研究者との協働による相乗効果によ
って更なる進展と性能向上を見込むことができた。 
 
２．研究の目的 
ファインマンダイアグラムによる摂動計算の処方は既知であるが、高次輻射補正ではループを
含むダイアグラムが現れファインマン積分の取り扱いが必要となる。本研究の目的は、完全に数
値的な手法によることで、素粒子反応計算の高次輻射補正に現れるファインマン積分の、内線の
質量/外線運動量/ループ数やダイアグラムのトポロジーによらない統一的な計算法を確立する
ことである。 
ファインマン積分は発散を有する積分である。ファインマン積分の被積分関数の分母の多項式
が 0になることによる発散に対しては、過去の研究で「発散を和らげるためのパラメータを分母
に加え多次元数値積分を実行し、外挿法によりパラメータが 0になるときの極限を求める」とい
う方法で対応した。本研究は、この計算法を拡張し紫外・赤外発散にも適応可能とする。 
我々が開発する計算法は、完全に数値的であるため柔軟性が高く、質量のない粒子と質量のあ
る粒子がともに関与する物理プロセスにも対応可能である。しかしながら、トップクォークと電
子のように質量差が大変大きい粒子が関与する場合には、計算精度上の課題が発生してくる。ま
た、3ループ以上のマルチループになると、ダイアグラムのトポロジーが複雑化し、積分の次元
数が 10 を超える場合もある。このような多次元では数値積分の計算時間が長大化するという課
題も発生してくる。これらの計算遂行上の課題を克服するために、多倍長精度での数値積分の実
行や並列化プログラムの開発を行い、性能を向上させていく。これによりファインマン積分の統
一的な数値計算法を確立する。 
 
３．研究の方法 
ファインマンパラメータ{xr} 表示のファインマン積分は、分子を 1とするスカラー積分の場合
以下のように与えられる。 

 
ここで、Lはループの数、Nはループの内線の数、時空の次元 nは n = 4 – 2 ε である。紫外・
赤外発散のない場合には n = 4（ε = 0）として I の有限部分を求める。UとWは、ダイアグラム
のトポロジー、外線の運動量や内線の質量により決められる多項式である。内線の質量は、M2 
に、外線の運動量は Wに係数として含まれる。紫外・赤外発散がない場合でも、積分領域内で
被積分関数の分母の V が 0 となる場合があり特異性が現れる。この特異性は、分母の V に挿
入された無限小パラメータ iρ で回避することができるが、そのままでは積分を実行すること
は困難である。我々は、これまでに「ρ を有限化し幾何級数的に変化 させ、各 ρl 毎に数値積
分を行ない、積分結果の数列 { I (ρl )} を得た後、ρ→0としたときの I の極限を外挿によ
り 求め I を得る」という手法をプログラム化して数値計算することに成功した（以下では、こ



の方法を直接計算法とよぶ）。本研究では、直接計算法を発展させ、紫外発散・赤外発散と有限
部分を同時に求める計算法へと改良する。 
ファインマン積分 I は 、次元正則化パラメータ ε の冪で以下のように展開される。 

展開式の ε−2  や ε−1  などの負冪の項は ε = 0 で発散するが、それが紫外・赤外発散にあたる。
初項の係数 c−α は、以下に示す 2つのステップから数値的に求められる。 
 

 
ステップ 1 では、両辺に εα を乗じ有限項からの展開式とする点が重要である。ステップ 2で

10−6 程度の誤差で外挿が収束するには、ステップ 1の 各 εでの積分結果の誤差が十分小さくな
ければならない（10−12 程度）。紫外発散に加え被積分関数の分母が 0 になるときの発散には、
次元正則化パラメータ ε と分母に挿入する iρ の 2 段階外挿で処理する。 
数値積分には QUADPACK（文献 1）と 2 重指数関数型積分法（文献 2）を用いる。前者は適
応型自動積分で積分領域の内部に特異性があっても精度の高い結果が得られる。後者は端点に
特異性のある積分に強い。両者とも一次元積分として開発されたものであるが、直接計算法では
一次元積分を繰り返すプロダクト法により多次元積分を実行する。数列の外挿法には、非線形外
挿法であるWynn のイプシロン算法（文献 3）と線形方程式を解く線形外挿法を用いる。 

c−α 以降の係数の求め方は、利用する外挿法によって異なる。イプシロン算法の場合には、展
開式の両辺に εα を乗じた後に c−α を引いたものを、c−(α-1) / εα-1 からはじまる展開式として同様に
求められる。線形外挿法を用いる場合には、線形方程式を解くことで次項以降の係数も一度に求
められる。 
 
４．研究成果 
本研究は、研究代表者(KEK 湯浅富久子)、研究分担者 1 名(工学院大 加藤潔)、連携研究者 1
名(KEK 石川正)、および海外の研究協力者(Western Michigan大 E. de Doncker)の 4名で行った。
研究期間に以下の①から⑤に示す開発を行い、直接計算法の性能が向上したことを確認した。 
 
① 紫外発散を有するファインマン積分を次元正則化により数値的に取り扱えるよう直接計算法
を改良した。 
② 赤外発散を有するファンマン積分も次元正則化パラメータの符号を n = 4 +2 εのように反転
することで、紫外発散と同様に直接計算法で扱えることを示した。 
③ 非線形外挿法に加え線形外挿法の両者を利用可能とする計算プログラムを開発した。 
④ メッセージパッシング並列方式の MPI（文献 4）とマルチスレッド並列方式の OpenMP（文
献 5）の二つの並列化手法により直接計算法のプログラムを並列化した。マルチコア計算機で計
算し、経過時間の大幅な短縮を実現した。 
⑤ 結果の検証は重要である。3ループでは、分担者による解析的な結果と比較した。4ループ以
上で内線の粒子が質量を有する場合には、セクター分解の方法（文献 6）と結果の比較を行った。
内線が質量を持たない粒子で構成されている場合には、ヨーロッパの研究グループが導出した
解析的な結果と比較した。いずれの場合も、結果が精度良く一致していることを確認した。 
 
まとめとして、直接計算法により計算可能となったスカラーファインマン積分を下表に示す。本
研究では、改良した直接計算法で多次元積分の次元が 7次元以上で、ループ数が 3ループ以上の
ファインマン積分（太字で示す）に取り組み、内線に質量を有する場合と、内線に質量を有しな
い場合の両者について結果を得た。得られた結果は国内外の研究集会で発表し論文にまとめた。 
 
  外線数 
ループ数 

2 点関数 
Self-energy 型 

3 点関数 
Vertex 型 

4 点関数 
Box 型 

5 点関数 6 点関数 

1 ループ 1 次元 2 次元 3 次元 4 次元 5 次元 
2 ループ 4 次元まで 5 次元まで 6 次元まで 
3 ループ 7 次元まで 6 次元まで 
4 ループ 11 次元まで 
5 ループ 13 次元まで 
 
文献 1: R. Piessens et al. (研究協力者 E. de Doncker を含む) http://www.netlib.org  



文献 2: 高橋、森 数理解析研究所講究録 09 (1974) 721. 
文献 3: P.Wynn, Math. Tables Automat. Computing 10 (1956) 91-96. 
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