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研究成果の概要（和文）：非コンパクト型対称空間上のディラック作用素の連続スペクトルの構造の解析につい
て研究を行った．対称空間に付随する制限ルート系が偶数重複度条件を満たす場合，および実特殊線形リー群に
付随する対称空間などのいくつかの系列に対してディラック作用素の連続スペクトルを表現論を用いて決定し，
研究課題を部分的に解決した．また，対称空間に付随する制限ルート系が偶数重複度条件を満たす場合に，ディ
ラック作用素は複素レゾナンスを持たないことを示した．一方で，主系列表現に付随する同時固有関数に対する
散乱理論と, スピンを持たない自由な量子力学的粒子の運動を記述するラプラス-ベルトラミ作用素に対して散
乱理論を構築した.

研究成果の概要（英文）：The author studied continuous spectrum of the Dirac operator on symmetric 
spaces of noncompact type.He determined the structure of the continuous spectrum of the Dirac 
operator for several series of symmetric spaces (e.g. even multiplicity case, real special linear 
groups), and partially solved the subject.Moreover, under the even multiplicity condition, he proved
 the non-existence of complex resonances for the Dirac operator.On the other hand, he also 
constructed scattering theory for the joint eigenfunctions associated with principal series 
representations and that for the Laplace-Beltrami operator which describes the motion of a spinless 
quantum particle.    

研究分野： 対称空間上のスペクトル・散乱理論
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
非コンパクトなスピン構造を持つ多様体上において，ディラック作用素が零固有値を持つか否か，スペクトルギ
ャップを持つか否かは多様体の幾何学的性質に深く依存している．本研究で，いくつかの高ランクの対称空間上
のディラック作用素の連続スペクトルを決定し，同じ対称空間でも性質が異なるスペクトルが生じることを示し
たことは，解析と幾何の両分野において興味深い具体例を比較的多く挙げることが出来たという一定の意義があ
る.また，対称空間上のいくつかの微分作用素に対してスペクトル散乱理論を構築することは，より広いクラス
のリーマン多様体上のスペクトル・散乱理論を構築する際の足掛かりとなる意義があるる．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
  量子力学において, ディラック作用素はスピンをもつ素粒子を記述する際に現れる作用素で
ある. 一方, リーマン幾何学においては, 作用素の解析的な指数と空間の幾何学的な指数を結
びつける, ディラック作用素の指数定理が研究されている. 非コンパクト型対称空間において
も, スピン表現を用いることでディラック作用素が大域的に定義され, 調和解析の枠組みで表
現論を用いた研究が進められている . 特に , Goette＆Semmelmann (Proc Amer. Math. 
Soc.(2001)) は, 非コンパクト型対称空間上のディラック作用素の固有値を決定し, Camporesi 
＆Pedon (Proc. Amer. Math. Soc. (2001)) はランクが 1という特殊な条件のもとで（零）固
有値が現れるときにのみ連続スペクトルとの間にギャップが生じることを証明している. これ
らの先行研究から, 非コンパクト型対称空間上のディラック作用素のスペクトル（あるいはレ
ゾナンス）の構造は対称空間が持つ幾何学的構造を深く反映しており, それらの間の関係性を
明らかにすることは幾何解析における重要な研究課題であると考えるに至った. 
 
２．研究の目的 
 
本研究では, 非コンパクト型対称空間と呼ばれる曲がった空間上で, ディラック作用素に対

するスペクトル解析について考察する. 一般の完備リーマン多様体上では得ることが難しい, 
微分作用素のスペクトルや広い意味での固有値, 固有関数の詳細な性質を, 非コンパクト型対
称空間上の調和解析や表現論を用いて, 具体的かつ陽的な解析により得ることを目的とする.  
具体的には, 一般ランクの非コンパクト型対称空間上のディラック作用素の連続スペクトルの
構造の決定とディラック作用素のレゾナンスの解析を目的とする．微分作用素の半共鳴状態に
対するレゾナンスと, 双対的な空間(コンパクト双対)にあたるコンパクト型対称空間上の微分
作用素の束縛状態に対する固有値の対応原理を解明することは, スペクトル理論, 表現論の両
側分野に重要な具体例を提示する意義を持つ. 

 
３．研究の方法 
 
 以下は当初検討していた方法に若干の変更を加えたものである. ランク１の場合には 
Camporesi＆Pedon (Proc. Amer. Math. Soc. (2001))により, スピン表現の分規則をすべて陽
的に計算することで対称空間上のディラック作用素の連続スペクトルが決定されている. 一方
で, ランクが２以上の場合には，問題の難易度と本質が大きく異なる. ランクが２以上の場合
には，連続スペクトルを決定する為に，複数の放物型部分群に付随する無限次元表現とスピン
表現の分規則の関係性を調べる必要性が出てくる. ランクが２であれば Camporesi＆Pedon に
倣い, 具体的にスピン表現の分規則の解析を行うことで, 連続スペクトルの決定ができる可能
性はあるが, 一般の場合に問題を解決する為には全く異なる視点が必要になる. そこで, ラン
クが２の場合に具体性を生かした解析を行い連続スペクトルの構造を決定し, 既に得られてい
る一般の場合の固有値の存在・非存在の特徴づけ（Goette＆Semmelmann (Proc Amer. Math. 
Soc.(2001))）の先行研究と比較し連続スペクトルの下限を達成する放物型部分群の特徴を解析
することで，ディラック作用素のスペクトルを解析する. 
 
４．研究成果 
 
(1) 非コンパクト型対称空間上のディラック作用素の連続スペクトルを考察し, いくつかの対
称空間の系列で連続スペクトルの構造を決定した. 例えば, いくつかのランク２の対称空間, 
対称空間に付随する制限ルート系が偶数重複度条件を満たす場合, 実特殊線形リー群に付随す
る対称空間, 擬特殊ユニタリ線形リー群に付随するいくつかの対称空間などにおいてディラッ
ク作用素の連続スペクトルを決定した. その結果，ランク１の先行研究(引用文献①参照)から
自然に予想される「（零）固有値が存在するならば連続スペクトルとの間にギャップが生じ，固
有値が存在しない場合は連続スペクトルが実数全体から成る集合に一致する」という結果を示
すことが出来た．これまで，ランクが１という非常に特殊な条件下でディラック作用素のスペ
クトルが決定されていたが，この結果によりランクが２以上のある程度豊富な対称空間の系列
に対して結果が拡張された．また，対称空間に付随する制限ルート系が偶数重複度条件を満た
す場合に, 等質ベクトルバンドルに対するプランシュレルの定理を応用することで, ディラッ
ク作用素のレゾルベントを解析接続した際にレゾナンスは現れないことを示した．以上の研究
は，本研究の研究年度が終了した後も続行する． 
 
(2) ディラック作用素がスピンをもつ素粒子を記述する際に現れる微分作用素であるのに対し
て, スピンをもたない素粒子を記述するのがラプラス-ベルトラミ作用素である．ラプラス-ベ
ルトラミ作用素に対するスペクトル・散乱理論は, ディラック作用素に対するスペクトル・散
乱理論を構築する上での足掛かりおよび比較検討の対象となる．非コンパクト型対称空間上の
ラプラス-ベルトラミ作用素のスペクトル自体の構造はよく知られており, 固有値は存在せず
連続スペクトルの端点が制限ルート系から定まることが知られている．つまり, スペクトルの



構造自体には対称空間の幾何学的性質はあまり深くは反映されない．そこで, ラプラス-ベルト
ラミ作用素に付随する一般化固有関数を Agmon-Hörmander 空間と呼ばれる関数空間を通じて特
徴づけ，無限遠における漸近展開である散乱公式を証明し対称空間の持つ幾何学的構造との関
連性を考察した．その結果，散乱公式に表れる幾何学的散乱行列と呼ばれるユニタリ作用素の
低エネルギー極限を考察すると，対称空間の極大平坦な部分多様体の幾何構造がその極限に現
れることが分かった．また，ラプラス-ベルトラミ作用素に対するスペクトル・散乱理論を構築
する際に各種の不等式評価をエネルギーに関して一様に評価することで，スペクトル射影作用
素に付随する Strichartz 予想(引用文献③参照)を解決した（雑誌論文①参照）. ランクが２以
上の非コンパクト型対称空間は，幾何学的に自然にコンパクト化した際に無限遠に特異性が現
れる．無限遠で特異性が現れるリーマン多様体上のラプラス-ベルトラミ作用素に対するスペク
トル・散乱理論については，十分に一般論が確立されているわけではない．非コンパクト型対
称空間は，無限遠の特異性に関して豊富な具体例を与えており，この結果はより広いクラスの
リーマン多様体上のスペクトル・散乱理論の構築への礎となる可能性が高い．また，この結果
においては無限遠の特異性に関する漸近解析は不十分である為，今後も研究を継続する予定で
ある． 
 
(3) リー群の表現論において，最も基本となる表現の一つが極小放物型部分群から誘導された
主系列表現である. 放物型部分群に付随する表現論の理解度を深めるとともに，表現論とスペ
クトル・散乱理論との関連を考察するために，一般化同時固有関数の特徴づけとその漸近展開
について考察した．スペクトルパラメータが実かつ正則な場合にはすでに Kaizuka (引用文献
②参照)によって, 主系列表現に付随する一般化同時固有関数の Agmon-Hörmander 型空間によ
る特徴づけと, 散乱公式が得られている. スペクトルパラメータが実かつ特異な場合には，同
時固有関数の漸近展開に現れる波が合流し退化が起こり，Agmon-Hörmander 型空間の指数を適
宜退化に応じて取り換えることで，各種の不等式評価と散乱公式が証明できることが分かった
（雑誌論文②参照）． 
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