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研究成果の概要（和文）：ホッジ予想はクレイ研究所が提出したミレニアム問題のひとつである．変動的ホッジ
予想は，ホッジ予想よりは弱い予想であるが，アーベル多様体にたいしては同値である．最近の進展によりこの
問題は，形式的スキームの代数的K群にたいする代数化の問題に帰着された．これはGrothendieckの偉業である
形式的存在定理を大きく一般化する難題でこれまで一般的アプローチは知られていなかった．本研究は,リジッ
ド解析空間のK理論を新たに構築することにより, リジッド解析的手法を上記の問題に適用する新たな道筋を開
いた．

研究成果の概要（英文）：Hodge conjecture is one of the most important open problems in mathematics. 
It implies Grothendieck's variational Hodge conjecture while they are equivalent for abelian 
varieties. By a recent development, the latter conjecture is reduced to the so-called the 
algebrization problem of algebraic K-theory of formal schemes. This is a vast generalization of 
Grothendieck's formal existence theorem and is wide open. In our research program, we propose a 
completely new approach to this problem by introducing a new K-theory for rigid analytic spaces, 
which brings about possibilities to apply the rigid analytic geometry to the algebrization problem. 

研究分野： 数論幾何学，代数幾何学

キーワード： K理論　リジッド解析空間

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ホッジ予想が数学の最重要問題のひとつであることに異論はない．クレイ研究所がミレニアム問題の一つとして
100万米ドルの懸賞金をかけたこともその理由の一つである．変動的ホッジ予想は，ホッジ予想よりは弱い予想
であるが，これに対する新たな結果はホッヂ予想に対する重要な進展をもたらすことが期待される．最近の進展
によりこの問題は，形式的スキームの代数的K群にたいする代数化の問題に帰着されたが．これについての一般
的アプローチは知られていない．本研究の意義は,リジッド解析空間のK理論を構築することにより, リジッド解
析的手法をこの難問に適用するという全く新しいアイデアにもとずくアプローチを与えたことにある．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ‐１９、Ｆ‐１９‐１、Ｚ‐１９（共通）

１．研究開始当初の背景
ホッジ予想はクレイ研究所が提出したミレニアム問題のひとつである．変
動的ホッジ予想は，ホッジ予想よりは弱い予想であるが，アーベル多様体
にたいしては同値である．最近の進展により問題は，「形式的スキームの代
数的K群にたいする代数化」の問題に帰着される．これはGrothendieck

の偉業である形式的存在定理を大きく一般化する難題でこれまで一般的ア
プローチは知られていなかった．本研究は,リジッド解析空間のK理論を
新たに構築することにより, リジッド解析的手法を上記の問題に適用する
新たな道筋を開いた．

２．研究の目的
最近までGrothendieckの変動的ホッジ予想にたいする一般的なアプロー
チは発見されていなかったが，Bloch-Esnault-KerzとMorrowが変動的
ホッジ予想の無限小変形部分を解決した．変動的ホッジ予想を解決するた
め残された問題は形式的スキームの代数的 K群の代数化である．本研究
目的は、リジッド解析空間の K理論の構築という全く新しい視点からこ
の問題にアプローチし，形式的スキームの代数的 K群の代数化の問題に
進展をもたらすことである．

３．研究の方法
本研究は代数幾何や数論幾何の様々な対象を多角的かつ有機的に研究して
いる．研究手法は，Hodge理論，p-進Hodge理論，エタールコホモロジー
理論，リジッド解析幾何，ホモトピー代数など現代数学の様々な手法を交
錯させ駆使するものである．基礎理論の構築という大きなスケールにおい
て研究が進められている．研究目的達成のために，国内外の研究協力者と
の活発な研究交流にもとづくグローバルな研究協力体制を構築している．

４．研究成果
標数 0の体 k上の一変数級数環R = k[[t]]とその商体K = k((t))を考える．
XはS = SpecR上の射影的で滑らかなスキーム，Y = X⊗RR/(t)をその
特殊ファイバーとし，制限写像 ι : K0(X) → K0(Y )を考える．ここで一般
にスキームZにたいしK0(Z)はZ上のベクトル束全体のGrothendieck群
である．Grothendieckの変動的ホッジ予想とは，K0(Y )の元 αをK0(X)

に持ち上げるための必要十分条件を，αのホッヂ理論的条件によって与え
るものである．ホッジ予想は変動的ホッジ予想を導く．アーベル多様体に
たいしては両者は同値である．整数 n > 0にたいしXn = X ⊗R R/(tn)

(Y の thickening)のGrothendieck群の逆系

Kcont
0 (X) := {K0(Xn)}n≥0
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とその逆極限 K̂0(X)にたいし，写像 ιがK0(X) → K̂0(X) → K0(Y )と
分解し, α ∈ K0(Y )の持ち上げのプロセスを２段階に分けることができ
る．最初の持ち上げを無限小変形持ち上げ，次の持ち上げを代数化とよ
ぶ．Bloch-Esnault-KerzとMorrowは，前者の問題をほぼ解決することに
成功した．残された代数化の問題は，Grothendieckの偉業である Formal

Existence Theoremを大きく一般化する難題である．本研究では，この問
題に対するして新たなアプローチを提出する．
以下，Rを完備離付値環，πをその素元，Kをその商体とする．上で考

察したR = k[[t]]とK = k((t))はこの例である．XをS = SpecR上の (射
影的とも滑らかとも限らない)な形式的スキームとし，Xn = X⊗RR/(πn)

とおく．本研究者は, 高次K 群の逆系

Kcont
j (X) := {Kj(Xn)}n≥0

をリジッド解析幾何を用いて解析する新しい理論を構成した．Sptをスペ
クトラ全体の圏とし，pSptでスペクトラの逆系全体の圏とする．pSpt

の対象 S = (Si)(i∈I)にたいしその j 次ホモトピー群をアーベル群の逆系
πj(S) = {πj(Si)}i∈I として定義する．ここで πj(Si)は Sj の安定ホモト
ピー群である．最初の主定理は以下のとおりである．

定理１：RigをK 上準コンパクトかつ分離的なリジッド解析空間のな
す圏とする．このとき半変関手 KHan : Rig → pSpt が存在し次の性質
を持つ．X ∈ Rigと，X の R上の形式的スキームのモデルX で正則な
ものにたいし，アーベル群の逆系の長完全系列

· · · → Kcont
j+1 (X) → KHan

j+1(X ) → Gj(Y ) → Kcont
j (X) → KHan

j (X ) → · · ·

が存在する．ここで Y = X ⊗R R/(π)はXの特殊ファイバー、Gj(Y )は
Y の高次G群である．

簡単に言うとKHan
j (X )はGj(Y )の差を除いてKcont

j (X)を記述する力
を持つわけである．特に変動的ホッジ予想において重要だったKcont

0 (X)

を理解するにはKHan
0 (X )を理解すればよいことになる．これにより変動

的ホッジ予想の解決にリジッド解析幾何学の手法を応用することが期待さ
れる．

本研究では、この新理論を上述の「形式的スキームの代数的K群の代数
化」に応用するために，解析的K群にたいする p-進レギュレーター写像の
構成にも成功した．これを説明する．以下，Rを上の通りとして，Rが混
標数 (0, p)と仮定する．R上固有的滑らかなスキームXを固定し，XK を
Xの生成ファイバーとする．さらにX = X̂rigをXの formal completion

に付随するリジッド解析空間とする. 整数 i ≥ 0にたいし

KHan
i (X ,Qp) = πi(holimn KHan(X ,Z/pnZ))⊗Zp Qp
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とおく．ここでKHan(X ,Z/pnZ)はKHan(X )の有限係数版で，KHan(X )

とMooreスペクトラムとのウェッジ積として定義される．また整数 i ≥ 0

にたいし

Ki(XK ,Qp) = πi(holimn K(XK ,Z/pnZ))⊗Zp Qp

が，KHan(X )を XK の代数的 K理論スペクトラム K(XK)に置き換え
て同様に定義される．このとき定理１により，形式的スキームの代数的K

群の代数化の問題が，スペクトラの逆系の射K(XK) → KHan(X )が誘
導する代数化写像

ι : Ki(XK ,Qp) → KHan
i (X ,Qp) (i ≥ 0) (1)

がいつ全射であるかという問題に言い換えられる．ここで次の可換図式に
着目する．

Ki(XK ,Qp)
chet

r //

chsyn
r ((QQ

QQQ
QQQ

QQQ
QQ

H2r−i
et (XK ,Qp(r))

H2r−i
syn (XK ,Qp(r))

OO
(2)

ここでH2r−i
et (XK ,Qp(r))とH2r−i

syn (XK ,Qp(r))はそれぞれXK の p進エ
タールコホモロジーとサントミックコホモロジーである．chsynr はNekovar-

Niziolにより構成されたサントミック・チャーン特性類写像で 2番目の写
像は Fontaine-Messingのサントミック周期写像で, これらの合成がBloch

によって構成されたエタール・チャーン特性類写像である．このとき次の
定理を示した．

定理２：自然な写像

chanr : KHan
i (X ,Qp) → H2r−i

syn (XK ,Qp(r))

が存在して，写像 chsynr が

Ki(XK ,Qp) → KHan
i (X ,Qp) → H2r−i

syn (XK ,Qp(r))

と経由する．ここで最初の写像は代数化写像 ιで、2番目は chanr である．

ここで，d = dim(XK)として chsynr と chanr から誘導される次の写像を
考える．

chsyn : Ki(XK ,Qp) →
⊕

r≤d+i
H2r−i

syn (XK ,Qp(r)),

chan : KHan
i (X ,Qp) →

⊕
r≤d+i

H2r−i
syn (XK ,Qp(r)).

定理３：Rの剰余体が有限かつ p > i+ d+ 2を仮定する．さらに Xの特
殊ファイバーXsにたいする Tate予想, Beilinson予想，Parsin予想を仮
定する．このとき chanは単射である．よって代数化写像 ιの余核は chsyn

の余核の部分群である.
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上の定理により，これまで一般的なアプローチが全く知られていなかっ
た形式的スキームの代数的K群の代数化の問題が，定理の仮定の下では，
これまで活発に研究されてきた chsynの全射性の問題に帰着されたことに
なる．これにより，形式的スキームの代数的 K群の代数化が成り立つ新
たな例を構成することにも成功した．
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