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研究成果の概要（和文）：本研究課題では，ファットグラフの手法の分子生物学への応用に関する研究を行っ
た．ファットグラフのアイデアは，量子場の理論の摂動論に関する研究から生み出されたものであり，数学にお
いてはモジュライ空間の幾何とトポロジーを調べる上で有用であることが知られており，近年ではRNAやタンパ
ク質の二次構造予測に役立てる研究も行われている．
　本研究課題では次の２つの側面に関する研究を行った：（１）タンパク質の二次構造を予言する新たなモデル
の構築，（２）行列模型を通じたファットグラフの手法．（１）では還元した二次構造「メタ構造」を予測する
数理モデルを構築し，（２）ではミラー対称性やQCDの解析への応用を行った．

研究成果の概要（英文）：In this research project, various fatgraph techniques are applied to the 
study of the molecular biology. The basic concept of the fatgraph was introduced originally in the 
perturbative study of the quantum field theory, and such idea is found to be useful to represent the
 geometry and topology of moduli spaces in mathematics. In recent years, the fatgraph is applied to 
characterize the biomolecules such as RNAs and proteins, and it is found to be useful to improve the
 predictions of their secondary structures.
 In our work, we focused mainly on the following two aspects of the fatgraph techniques: (1) propose
 a new model to predict the secondary structure of proteins, (2) develop the basic aspects of 
fatgraph techniques via matrix models.
 On the aspect (1), we found a novel mathematical model to predict the reduced secondary structure 
referred to "meta-structure" of proteins. On the aspect (2), we have proposed novel fatgraph 
techniques in the mirror symmetry and two-color QCD.

研究分野： 数理物理学

キーワード： ファットグラフ　行列模型　量子幾何学　タンパク質　メタ構造　RNA　量子曲線　位相的漸化式
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研究成果の学術的意義や社会的意義
ファットグラフはこれまで，理論物理学や代数学・幾何学などの学際領域で主に用いられてきた手法であり，半
世紀年近くの発展の中で素晴らしい結果をもたらしてきた．こうした純粋数理研究の応用先として，分子生物学
におけるRNAやタンパク質の構造予測問題に取り組み，新たな学際研究の推進に役立てることが，本研究の意義
の一つである．
　本研究課題の期間中は，新たなタンパク質の構造予測モデルの構築に関する研究を，デンマークのオーフス大
学QGM研究所と共同で取り組み，タンパク質の「メタ構造」と呼ぶ新たな構造予測問題を発見するに至った．
　これらの結果は高分子化学などの新たな応用先を探る上で有用なものであると考えられる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
本研究の研究開始当初，ファットグラフの手法を応用した分子生物学の研究は，デンマークのオ
ーフス大学 QGM 研究所を中心として，主に二つのアプローチからなされていた．一つ目のアプ
ローチは，ファットグラフの種数と境界の数を用いて RNA の二次構造と擬ノット構造を特徴づ
け，出現頻度分布を予測する数理モデルの構築である．二つ目のアプローチは，古くから用いら
れてきたラマチャンドラン・プロットの代わりに，ファットグラフの SO(3)構造を基にして，タ
ンパク質の二次構造の予測問題に取り組む研究である．それぞれのアプローチは新奇なもので
あり，特定の条件の下では優れた構造予測が可能となることが報告されていた． 
 
２．研究の目的 
本研究課題では，ファットグラフの位相的データである種数や境界の数を用いて，RNA やタン
パク質の構造予測問題と構造理解を目的とした新たな数理モデルの構築を目的としている．
RNA やタンパク質などといった生体高分子は，細胞内では特定の形に折り畳まれている．その
折り畳まれた形を表すには，高分子を構成する原子の空間的位置や原子間の空間的距離などと
いった複雑な情報が必要となる．これに対し，鎖状高分子をファットグラフとして表した場合に
は，新たに種数や境界数などといった位相不変量が，グラフを特徴づける新たな指標として得ら
れる．こうしたファットグラフの位相不変量を用いて，RNA やタンパク質の折り畳まれた形を
特徴づけ，その構造を理解・予測をより効果的に行うことが本研究課題の目的となる． 
 
３．研究の方法 
本研究課題で行われた研究は，(1)「行列模型に基づく組み合わせ論的数理モデルの構築」と(2)
「タンパク質構造データバンク(PDB)のデータを用いた構造予測モデルの構築」の二本立てで行
われた． 
 
(1)理論物理学の観点では，ファットグラフは量子場の理論の物理量を摂動的解析するための道
具立てとして導入された概念であり，特に行列模型の物理量の漸近展開に現れる，幾何的・組み
合わせ論的構造を系統的に取り扱う上で有用な道具立てである．一方で，幾何的観点においては，
ファットグラフは主にモジュライ空間のセル分割を行う際に有用な道具立てとして知られてい
る．これらに共通する特徴は，ファットグラフには「種数」という位相的情報が付与されている
ため，種数ごとに仕分けして物理量や幾何的対象を取り扱うことを可能とすることが挙げられ
る． 
 こうしたファットグラフに基づく漸近展開に対し，数理物理学では行列模型の漸近解析の方
法が数多く開発され，様々なモデルへの応用がなされている．本研究では位相的漸化式や直交多
項式の方法を用いて，RNA やタンパク質を表現する数理モデルの解析を行った． 
 
(2)ファットグラフモデルに基づく RNA やタンパク質の数理モデルに基づいて，RNA やタンパク
質の構造予測を行うには，タンパク質構造データバンク(PDB)の解析が必要不可欠となる．この
解析においては，オーフス大学 QGM 研究所のグループによる一連の先行研究において開発さ
れた，PDB データからファットグラフの種々のデータを生成するためのデータ処理システムお
よび南デンマーク大学の計算機クラスターを活用した． 
 特に，タンパク質の構造予測に関しては，二次構造そのものよりもタンパク質の主鎖の部位を，
α-ヘリックスとβ-ストランドとそれ以外のγ-構造（ターンや，短くヘリックスを構成し損ねた
部分）の３つの局所構造に分類し，これらの簡約した局所構造同士がつながる構造，とりわけβ
-ストランドが繋がってβ-シートが生成される構造を「メタ構造」と呼び，タンパク質の折り畳
み方を表現するための新たな構造を導入した．（一次構造と二次構造の中間にあたる，1.5 次構
造のようなものとして考えている．） 
 本研究ではタンパク質のメタ構造予測において，ファットグラフを活用して，予測精度の向上
を確認した． 
 
４．研究成果 
３年間の研究機関の研究成果は以下の４つのものに分けられる．(1)と(2)は分子生物学への応
用研究であり，(3)と(4)はこの研究を進める中で用いた手法を幾何学や理論物理学へ応用した
結果得られた成果である． 
 
(1)タンパク質のメタ構造予測：  
タンパク質の二次構造は，水素結合を通じてα-ヘリックスとβ-シート
が構成される様子を表すデータであり，アミノ酸配列である一次構造か
ら二次構造を予測する問題は分子生物学の有名な問題である．こうした
構造予測問題に対し，近年では深層学習の手法を応用した研究が著しい
成果を挙げており，今まさに変革の時期にあると言える． 
 一方で，折り畳まれたタンパク質の形を特徴づけるには，構成原子の
配置関係を見る他なく，古くから用いられてきたラマチャンドラン・プ
ロット以外に形を特徴づける指標が存在していなかった．こうした状況 α,β,γ構造の分布 



に対し，オーフス大学 QGM 研究所を中心とする研究チームは，モジュライ空間の幾何や３次元多
様体およびその中の絡み目に対する量子不変量を定めるためにトポロジーの研究でしばしば用
いられてきたファットグラフによって，折り畳まれたタンパク質の形を効率良く特徴づけられ
ると考え，これまでに様々な形の応用研究に取り組んでいる． 
 本研究では，特にファットグラフの位相不変量である種数と境
界数に着目し，構造予測のための数理モデルの構築を試みた．方
針としては，一次構造データから完全な二次構造を予測するので
はなく，アミノ酸配列データとα-ヘリックスとβ-ストランドと
それ以外のγ-構造の組み合わせ構造を基にして，β-シートが形
成される方法を予測するという「メタ構造予測問
題」に取り組んだ． 
 特に本研究で追求したポイントは，メタ構造を
表す際に，ターゲットとなるタンパク質をファッ
トグラフとして表現し，その種数-境界数分布に
関する学習データから構造予測精度を向上させ
るという点にあり，評価データの検証段階ではメ
タ構造の的中精度が 90%を超える結果が得られ
た． 
現在，これらの結果をまとめた論文を執筆中であり，今後は深層学習の手法を導入し，さらに

アップデータされてサンプル数が飛躍的に増加した最新の PDB データを用いることによって，
この予測精度の向上を目指す予定である． 
 
(2)RNA の擬ノット構造の分類： 
RNA は塩基同士が対を成して結合することによって折り畳まれ
る．RNA の二次構造は，ステム構造とループ構造からなるが，
それ以外の例外的な構造として擬ノット構造が現れる．擬ノッ
ト構造を含めて二次構造予測を行うと NP 完全となるために，
擬ノット構造の効率的な取り扱いが求められる． 
 ファットグラフを用いて RNA を表すと擬ノット構造の有無は
ファットグラフの種数が１以上かどうかという形ですぐさま判
別できる．こうしたファットグラフの特性を利用して，本研究
では種数や境界の長さなどのデータを含めた，RNA を表現する
ファットグラフのスペクトルを「Boundary point and length ス
ペクトル」と称して導入し，ファットグラフの数え上げモデル
を解析した． 
 本研究課題期間中は，採択前にオーフス大学 QGM 研究所と共同研究で提唱した，Boundary 
point and length スペクトル毎に仕分けをしてファットグラフの数え上げを行うための行列模
型（RNA 行列模型と呼ぶ）の理解を深めることを目的に研究を進めた．RNA 行列模型は二つの外
場を含む行列模型であるために，数値解析が容易ではないため，まずはこのモデルのパラメータ
を減らして，厳密に解析できるモデルを中心に解析を進めた． 
 RNA 行列模型の外場を恒等行列まで簡略化して，一本鎖の RNA に限定したモデルはガウス型行
列模型に帰着し，Vernizzi-Orland-Zee による先行研究で提唱されたモデルに帰着する．ここま
で簡略化したモデルは，直行多項式の方法を用いて，仕分けされたファットグラフの数の生成母
関数が無限和の形で得られる．そこで，Vernizzi-Orland-Zee のモデルの拡張として，二本鎖や
向き付けの無いファットグラフまで拡張したモデルを解析し，仕分けられたファットグラフの
数の分布の様子と，PDB のデータの傾向を比較した． 
 解析の結果は，定性的には類似の傾向が見られるものの，定量的
には単純な数え上げモデルではファットグラフ数は PDB データよ
りも大きくなることが分かり，今後の研究では RNA 行列模型にど
ういった形で拘束をかけることでより現実的な結果が得られるか
について考える必要があることが明らかとなった．これらの研究
結果は，ワークショプ「遺伝と数理」や名古屋大学多元数理科学研
究科談話会などで講演し，さらに PDB データの解析を進めた段階
で論文として発表する予定である． 
 
(3)位相的漸化式とファノ多様体のミラー対称性： 
簡略化された RNA 行列模型の漸近解析の方法として位相的漸化式がある．Eynard と Orantin に
よって提唱された位相的漸化式は，幅広いクラスの行列模型に適用され，理論物理学や幾何学な
どの様々な分野に素晴らしい結果をもたらしてきた．位相的漸化式の特徴は，行列模型の古典的
データとも言える「スペクトル曲線」のシンプレクティックデータを基にして，行列模型の物理
量の漸近展開を種数に関する漸化式として系統的に解析できる点にある． 
 この位相的漸化式から「量子曲線」と呼ばれるスペクトル曲線の量子化に相当する微分方程式
が得られ，この微分方程式は行列模型の背後に潜む量子論的構造を反映するものとなっている．

RNAの擬ノット構造 

種数と境界数の分布のヒートマップ 

メタ構造とファットグラフ 

擬ノット構造とファットグラフ 

１本鎖と２本鎖のファットグラフ数の分布 



（量子曲線は，量子力学ではシュレディンガー方程式に相当するものであり，系の量子力学的性
質を表す基本方程式と解釈される．）本研究課題採択前の研究では，単純化した RNA 行列模型に
対して，量子曲線に相当する微分方程式を求め，それを逐次的に解くことにより，ファットグラ
フの数を系統的に求める研究を行った． 
 この解析法をさらに発展させ，論文[2]では，ファノ多様体のミラー対称性の研究に応用する
研究を行った．Givental 流のミラー対称性の研究において，量子コホモロジー環は相関関数の
間の関係を定める上で最も基本的な関係式となっている．この量子コホモロジー環は「J-関数」
と呼ばれるファノ多様体のコホモロジー環に値を持つ関数が満たす微分方程式であり，射影空
間やその中の超曲面などに対してはその明確な形が知られている． 
 物理的双対性を基に，位相的 B 模型の立場
から量子コホモロジー環を解釈すると，その
微分方程式はまさに量子曲線と同定される．
そこで本研究では，射影空間やその中の（特
定のクラスの）超曲面に対して，古典的スペ
クトル曲線から位相的漸化式を通じて（同変）
量子コホモロジー環を再構築することに成功
した． 
 こうした量子コホモロジー環自体が再構築
であることはすでに１０年ほど前から指摘さ
れていたが，位相的漸化式の技術の発展と近
年のゲージ化された線形シグマ模型(GLSM)の
局所化解析の進展が本研究の結果につながっ
たと言える． 
 
(4)行列模型を用いた QCD-類似模型の解析： 
簡約化された RNA 行列の別の解析法として，直交多項式の方法がある．この手法は行列模型の解
析法として古くから知られたものであり，近年においてもその手法は進展を遂げている．特に直
交多項式を通じて得られた結果を数値的に求めるには特別な手法が必要となるが，近年はガウ
ス求積法の拡張である Nystroem 型解析法が Bornemann らによって提唱され，数値解析が飛躍的
に進展している． 
 論文[1]では，SU(2)ゲージ群を持った QCD-類似模型の Dirac 演算子の k 次最小固有値分布の
解析を行い，格子ゲージ理論に基づく数値シミュ
レーションの結果との比較を行った．SU(2)ゲー
ジ群を持った QCD-類似模型の Dirac 演算子の固
有値分布の様子は，ガウシアン・シンプレクティ
ックアンサンブルを持った行列模型の「Jannosy
密度」と呼ばれる物理量を用いて表される．本研
究では，フレーバー数が NF=2,4,8 場合の k 次最
小固有値分布(k=1,2,3,4)を数値的に解析し，行
列模型のハイブリッド・モンテカルロシミュレー
ションの結果と比較を行うことで,その正しさを
検証すると同時に手法の有用性を示すことがで
きた． 
 今後の研究では，本研究で発展させた数値解析 
手法を RNA 行列模型への拡張を目指したい． 
 
※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。 

物理的双対性に基づく理論の間の関係図 

NF=8 の k=1,2,3,4 次最小固有値分布 
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