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研究成果の概要（和文）：本基盤研究では、計算可換代数、計算代数解析、計算代数統計、代数

的アルゴリズムなど、グレブナー基底を巡る複数の研究分野に属する研究者から構成される研

究プロジェクトを組織し、永続性と国際性を考慮し、グレブナー基底の理論的有効性と実践的

有効性の具象的探究を強力に推進し、グレブナー基底の現代的理論を進化させることに成功し

た。本研究は JST CREST 研究「現代の産業社会とグレブナー基底の調和」に継承されている。 
 
研究成果の概要（英文）：With taking the persistence and the internationalization into 

consideration, i n collaboration with many researchers in various field including 

computational commutative algebra, computational algebraic analysis, computational 

algebraic statistics as well as algebraic algorithm, this research project strongly 

developed the study on the theoretical effectivity and practical effectivity of Gröbner 

bases and succeeded in establishing the foundations of the modern theory of Gröbner bases.  

At present, in order for our research group to be one of the strongest international 

footholds on the theoretical and practical research of Gröbner bases, the CREST research 

project ``Harmony of Gröbner bases and the modern industry society,'' whose team leader 

is Takayuki Hibi, which is supported by JST (Japan Science and Technology Agency) follows 

this research project. 
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１．研究開始当初の背景 
 グレブナー基底の「理論」と「実践」の研
究は、欧米諸国とともに、我が国においても、

純粋数学、応用数学、情報数学の様々な分野
で活発に展開されている。しかしながら、現
状は、個々の研究グループが独自の問題意識
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で研究を展開しており、「理論」のグループ
と「実践」のグループが共同研究を推進する
ための組織的な企画は皆無である。本基盤研
究の研究組織は、従来の研究領域の壁を越え
る画期的なものである。グレブナー基底の効
率的計算という肥沃な研究領域を“土壌”に
持ち、計算可換代数を“幹”とし、トーリッ
クイデアルなどの“枝”を巡らせ、計算代数
解析、計算代数統計という緑豊かな“葉”が
広がる、そのような魅惑的な光景が本基盤研
究の独創的な姿である。 
 
２．研究の目的 
（１）可換代数と代数幾何におけるグレブナ
ー基底の果たす役割は［D. Cox, J. Little, 
D. O'Shea（著）大杉英史，北村知徳，日比
孝之（訳）「グレブナー基底１，２」シュプ
リンガー・フェアラーク東京 2000］が詳し
い。他方、凸多面体の三角形分割とトーリッ
ク環の理論におけるイニシャルイデアルの
有効性は［日比孝之「グレブナー基底」朝倉
書店 2003］に展開されている。そのような
グレブナー基底の基礎研究は、概ね、完成し
ている。可換代数における潮流は generic 
initial ideal（以下、Gin と略す）の研究
に流れつつある。可換代数と代数幾何におけ
る Gin の基礎理論は［M. Green, Generic 
initial ideals, “ Six Lectures on 
Commutative Algebra,”Birkhäuser, 1998, pp. 
119--186］に解説されている。組合せ論にお
ける Gin（いわゆる algebraic shifting）
は［J. Herzog, Generic initial ideals and 
graded B etti numbers, “ Computational 
Commutative Algebra and Combinatorics”
(T. Hibi, Ed.), Advanced Studies in Pure 
Math., Volume 33, 2002, pp. 75--120］が
詳しい。いま、Gin の理論の飛躍的な進展を
望むならば、豊富な計算例を蓄積し、それら
の徹底した解析が前提となる。しかし、Gin 
の計算はきわめて難しく、Gin の系統的な研
究は黎明期である。本基盤研究では、可換代
数の従来の枠組に執着するのではなく、Ｄ加
群、計算理論の研究者なども加え、Gin と 
algebraic shifting を巡る組織的な総括的
研究を展開し、Gin を計算する効率的な方法
を開拓するとともに、可換代数と組合せ論に
おける Gin の独創的な世界を擁立する。将
来の大きな課題の一つは、アルゴリズム的な
着想による球面版ｇ予想の肯定的な解決へ
の挑戦である。 
（２）トーリックイデアルの「理論」と「実
践」は、計算代数解析、計算代数統計、組合
せ論などにも深く関与する。たとえば、GKZ 
超幾何微分方程式系、分割表のマルコフ基底、
凸多面体の三角形分割などの議論では、トー
リックイデアルが主役を担う。本基盤研究で
は、計算可換代数の範疇において構築された

理論を、計算代数統計、計算代数解析などに
応用する斬新な路を探究する。 
 
３．研究の方法 
（１）本基盤研究は、平成１７年度の科学研
究費補助金（基盤研究Ｃ、企画調査）「グレ
ブナー基底の理論的有効性と実践的有効性
に関する共同研究の企画調査」における調査
の結果を踏襲した。 
（２）平成１８年度の本基盤研究の推進は、
研究代表者、齋藤恭司、竹村彰通、大阿久俊
則、横山和弘が組織委員を務める、京都大学
数理解析研究所の平成１８年度のプロジェク
ト研究「グレブナー基底の理論的有効性と実
践的有効性」と相俟って実施された。 
（３）凸多面体の組合せ論の展開に有益な道
具である algebraic shifting の代数的基礎
理論の構築とそのｇ予想への貢献を念頭に置
き、計算可換代数における Gin の具象的研究
を多角的に展開した。特に、海外共同研究者
である Juergen Herzog との国際共同研究の
一環として squarefree な単項式イデアルの 
Gin の研究を推進し、componentwise linear 
ideal などの理論を進化させた。 
（４）トーリックイデアルの概念は、可換代
数と代数幾何の計算可能な理論を、統計数学、
整数計画、符号理論、三角形分割などに応用
する魅惑的な路を提供する。計算代数統計に
おける懸案の未解決予想の一つは、極小マル
コフ基底が一意的に存在する、というマルコ
フ基底予想である。本基盤研究では、可換代
数、計算代数統計の研究者が、分割表のマル
コフ基底予想の肯定的な解決に挑戦した。
（５）整数行列に付随し、トーリックイデア
ル、GKZ 超幾何方程式系、トーリック環の微
分作用素環などが議論できる。このような整
数行列に付随するＤ加群の研究を、トーリッ
クイデアルの可換代数を駆使し、アルゴリズ
ム数学の視点も考慮に入れながら推進した。 
（６）グレブナー基底の効率的計算は、永遠
に未完成な、永遠に魅惑的な研究課題であり
続ける。幾多の改良されたアルゴリズムがあ
るものの、グレブナー基底を計算するアルゴ
リズムは Buchberger アルゴリズムの着想の
傘下にあり、それを超えるものではない。本
基盤研究においては、Buchberger アルゴリズ
ムの着想とは全く視点を異にする効果的なア
ルゴリズムの開発も視野に入れ、グレブナー
基底の効率的計算の研究を展開した。 
４．研究成果 
（１）平成１８年度は、我が国および欧米諸
国において分散的に展開され、蓄積されてき
たグレブナー基底の「理論」と「実践」の研
究成果を総括的に集大成し、平成１９年度以
降の具体的な研究方針を樹立することを課
題とし、研究活動を展開した。平成１８年度
の本基盤研究の推進は、京都大学数理解析研



 

 

究所の平成１８年度のプロジェクト研究「グ
レブナー基底の理論的有効性と実践的有効
性」と相俟って実施された。研究代表者と研
究分担者は、プロジェクト研究の一環として
開催されるセミナー、研究集会、国際会議な
どに参加し、従来の個別的な研究体制を永続
的な国際共同研究に昇華させるため、欧米諸
国の研究者との研究情報網を築くことに務
めた。加えて、若手研究者育成の一環とし、
「グレブナー基底夏の学校」を開催し、使用
するテキスト「グレブナー基底の現在（い
ま）」（日比孝之、編集）を出版（数学書房、
平成１８年６月）した。 
（２）計算代数統計に現れるグレブナー基底
の基礎理論の構築を強力に推進した。顕著な
成果の一つは、Segre--Veronese 配置を一般
化する nested 配置の概念を導入したことで
ある。Segre--Veronese 配置のグレブナー基
底は大学入試センターの科目選択問題の統
計学的な分析を、マルコフ連鎖モンテカルロ
法を使って実施する際に本質的な貢献をし
た。他方、nested 配置の概念は、グレブナー
基底の理論を統計学に応用する範囲を著し
く広げることを可能にし、計算代数統計の可
換代数的側面の探究を進化させた。 
（３）統計学におけるサンプリングの手法の
一つである sequentially sampling の代数的
側面の研究を推進し、配置が very ample と
はならないことを判定する効果的な代数的
方法を開発し、その結果、分割表に現れる非
正規な配置がすべて very ample ではないこ
とを示すことに成功した。他方、非正規な配
置があるが、しかし very ample となる自然
な配置の構成は、今後の研究課題の一つとし
て残っている。 
（４）グレブナー基底を代数的な勘と幾何学
的な経験および手計算の腕力に頼って探す
従来の原始的な方法を、何らかの創意工夫を
凝らし、計算機のプログラムとして実装する
ための基礎的な研究を開始した。 
（５）分割表に付随する two way subtable 
sum problem の代数的研究と非正規配置の非
very ample 性の研究を踏襲し、nested 配置
のトーリック環の正規性とトーリックイデ
アルのグレブナー基底を詳細に探究した。そ
の結果、二次二項式から成るグレブナー基底
の豊富な類を生産することに成功し、今後、
計算代数統計のモデルの分析に多大なる貢
献をすることが期待される。 
（６）計算代数統計における研究対象である
conditional independence statement を代
数的に解釈することから、有限グラフに付随
する或る二項式イデアルを提唱し、その代数
的諸性質を探究した。特に、そのグレブナー
基底を具象的に研究し、その帰結の一つとし
て、CI ideal の著名な類が radical イデア
ルであることを、イニシャルイデアルのテク

ニックから証明することに成功し、CI ideal
の幾何学的研究を推進させた。 
（７）凸多面体の代数的組合せ論におけるグ
レブナー基底の理論を展開し、単模超グラフ
の頂点被覆代数の総括的な研究を遂行する
とともに、有限グラフの cut polytope の正
規性が minor closed な性質であることを証
明することに成功した。 
（８）弦グラフのベッチ数列と単体的複体の
ｆ列の研究を実施し、弦グラフの edge ideal
のベッチ数列をｆ列とする単体的複体の存
在を証明した。 
（９）整数 k と d で 0≦2k≦d を満たすも
のを固定するとき、d 次元の Gorenstein 
Fano polytope  P で、条件「 P の Ehrhart 
多項式 i(P,n) は d 個の異なる根を持つ；
i(P,n) は 2k 個の虚数根を持つ；i(P,n) は 
d - 2k 個の実数根を持つ；すべての虚数根
の実部は - 1 / 2 である；すべての実数根
は開区間 (-1, 0) に属する」を満たすもの
を構成した。 
（１０）ジェネリックイニシャルイデアルの
具象的研究を推進し、algebraic shifting の
ベッチ数列に関する懸案の予想を肯定的に
解決することに成功した。 
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