
 

様式 C-19 

科学研究費補助金研究成果報告書 

 

平成２１年 ５月 ２６日現在 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
研究成果の概要：Lagrange 部分多様体の Floer 理論の枠組みおよび基礎付けを深谷氏、Oh 
氏、太田氏との共同研究で行った。Lagrange 部分多様体の Floer 理論のシンプレクティック

幾何学へのいくつかの応用も得た。また、トーリック多様体の Lagrange トーラスファイバー

の Floer 理論にも着手し、Hamilton displaceablity や displacement energy についての結

果を得た。 
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１．研究開始当初の背景 
Lagrange 部分多様体の  Floer 理論は、
1980年代中ごろの Andreas Floer 氏により
創始され、1990 年初頭に Yong-Geun Oh 氏
によりその構成が拡張された。Lagrange 部
分多様体の交叉の問題や、displacement 
energy の評価を始め様々な問題への応用も
成された。1996 年、深谷氏と小野は、一般
の symplectic 多様体上の Hamilton 微分同
相写像に対する Floer homology の構成と 
Gromov-Witten 不変量の構成に成功した。
その手法を Lagrange 部分多様体の Floer 
理論の研究に用いることを Oh 氏、太田氏と 
ともに進めた。この研究は、深谷氏により提
唱されていた深谷圏の構成の基盤を与える
ものでもある。一般の Lagrange 部分多様体 

に対して Floer (co)homology が定義されな
いであろうことは当時から専門家の間では
認識されていたが、これを flitered A∞-代数
の変形理論の枠組み(Maurer-Cartan 方程式
の解)で定式化したのは本研究計画開始以前
の我々の成果である。さらに、必要な moduli 
空間の向き付け及び横断性や chain level 
の交叉理論の実現も行っており、理論は大方
出来上がっていた。 
  我々の理論は大掛かりなものであった
が、具体例の計算などは（部分的なものを除
いて）あまりなく、良いクラスの例での計算
をし、それに伴う応用を見つけることを望ん
でいた。 
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２．研究の目的 
Symplectic 幾何学その中でも擬正則曲線の
理論と  Floer 理論の研究を深め、その 
symplectic 幾 何 学 （ 特 に symplectic  
topology に属する諸問題）への応用をするこ
とが本研究の目的であった。その中でも、 
Lagrange 部分多様体の Floer 理論の基盤
を細部にわたって整備し、それを公表すべく
本の原稿としてまとめること。また、その応
用を模索することは中心的課題であった。 
以前より太田氏と行ってきた複素曲面の孤
立特異点のリンクの symplectic 充填に関す
る研究を進めることも目的の一つであった。 
 
 
３．研究の方法 
理論系の研究なので、各人がそれぞれの研究
テーマについて研究を進め、必要に応じて意
見交換することで研究を進めた。共同研究を
進めるに当たっては、それぞれの考えを電子
メールで伝えあったり、必要に応じて、直接
会う機会を持ち集中的に討議したり、電話で
の議論を行うなどして研究を進めた。関連す
る最新の研究情報を得るに当たっては、国内
外の研究集会に出席することが有意義であ
った。その一方、参加した多くの研究集会で
は研究成果の発表を行い、他の専門家のコメ
ントをもらうなどした。更には、研究協力者
の深谷氏、太田氏と共に、国外からの研究者
を招聘した連続講演会を何度か開き、最新の
研究動向を吸収するようにした。 
具体的な研究内容に関する方法は、Floer 理
論及び擬正則曲線の理論が中心で、必要に応
じて、位相幾何学、微分幾何学、大域解析学、
可換環論などの代数学の諸理論を援用した。 
その際には、専門家の意見も参考にすること
が多かった。 
 
 
４．研究成果 
（A）境界のないコンパクトな symplectic 
多様体の中の埋め込まれた Lagrange 部分
多様体 L が相対スピン構造を持つとする。
（この概念は  Fukaya-Oh-Ohta-Ono によ
り以下の文献の中の[その他]に挙げた book 
manuscript の中で導入されたものである。）
L 上に境界を持つ正則円盤のモデュライ空
間の stable map コンパクト化を系統だっ
て用いることで、filtered A∞-代数を構成した。
得られる代数は様々な補助的データによる
ので一意的に定まるという訳ではないが、 
filtered A∞-代数のホモトピー同値を除いて
一意的に定まる。更に、filtered A∞-代数の「古
典的コホモロジー」上に filtered A∞-代数の
構造を誘導することができ、これは L から
同型を除いて一意的に定まる。こうしたこと
を示すためには、チェインレベルの交叉理論

を作ること、倉西構造の理論を用いて境界付
き種数０の stable map のモデュライ空間
の仮想基本チェインの構成をすること、 
それらに一斉に consistent な向きを入れ、
それを用いて定義されるチェインレベルの
多重線形写像が符号付きで filtered A∞-関係
式を満たすことを示すことと共に、filtered A
∞-代数に関すること、特に filtered A∞-代数の
ホモトピー代数（射の定義、射がホモトピー
同値であることの定義、filtered A∞-構造や射
を作るための障害理論、Whitehead 型定理、
標準モデルの構成など）も自前で作る必要で
あった。filtered A∞-代数の言葉を用いると、
L とそれ自身の Floer  
complex を m１を境界作用素として定義す
るには、m0(1) が消えているか或いは unit 
の倍元となっていればよい。より一般には、
filtered A∞-代数の元 b を用いて filtered A∞

-代数の変形をしたのち、m１
ｂ が境界作用素

となり得るかどうかを考察する。m0b(1) が消
えていることは b が filtered A∞-代数での 
Maurer-Cartan 方程式の解となること、
m0b(1) が  unit の倍元となることは、
Maurer-Cartan 方程式の弱い意味での解と
なることと定式化される。後者の場合、何倍
になるかの係数を b に対応させることで 
potential 関数が定義される。 
横 断 的 に 交 わ る （ あ る い は  clean 
intersection である）Lagrange 部分多様体
の相対スピン対  (L0,L1)に対して、Floer 
complex を定義するには、L0 と L1 それぞ
れが Maurer-Cartan 方程式の解 b0, b1 を
持てば、 (L0, b0)  と  (L1, b1) の  Floer 
complex が得られる。また、弱い意味での
Maurer-Cartan 方程式の解 b0, b1 の場合に
は potential 関数の値が一致していれば、同
様である。 
(L,b) とそれ自身の Floer cohomology を計
算する手段として、L の古典的コホモロジー
と Novikov ring の tensor 積を E2-項とし、
Floer cohomology を E∞-項とする spectral 
sequence を構成した。このことにより、例
えば Maslov class が消えている Lagrange 
部分多様体の場合には、 Floer cohomology 
が非自明となることなどが応用として得ら
れる。この事実を用いることで、Lagrange 部
分多様体の空間を Hamilton 変形によって
移りあうｍのを同一視して得られる空間が 
Hausdorff になるかという flux 予想の類似
物（これは一般には成立しない）に部分的に
肯定的な解答が得られる。(Thomas-Yau に
よる Hamilton 変形類の中での special 
Lagrange 部分多様体の一意性にも用いられ
ていた。) 
（B） 以上は一般論であるが、toric 多様体
の運動量写像のファイバー(Lagrange トー
ラスにある)に対して適用すると、すべての 



 

 

Lagrange トーラスファイバーは 
Maurer-Cartan 方程式の弱い意味での解を
持ち、その解空間は L の 1 次元コホモロジ
ー（の Novikov ring の次数０部分との 
tensor 積）を含むことが分かる。potential 
関数のある意味での主要部は運動量写像の
像として現れる凸多面体だけで記述される。
Floer cohomology が消えないための条件は、
potential 関数の臨界点である 
Maurer-Cartan 方程式の弱い意味の解 b に
対応することが分かる。この考察を進めるこ
とで、任意のコンパクト toric 多様体は、
Hamilton 変形で displace できない 
Lagrange トーラスファイバーを含むことが
分かった。（これは Entov-Polterovich, Cho, 
Cho-Oh の結果の改良である）また、toric 多
様体の Batyrev による量子コホモロジー環
の類似物 (Fano toric 多様体の時は量子コ
ホモロジーと同型になる) と potential 関
数の 主要部の Jacobian ring とが同型とな
る。このことを用いて、然るべき非退化性の
仮定のもとに、Floer cohomology が消えな
い (L,b) の個数は toric 多様体の Betti 数
の和となることなども分かった。 
（C）symplectic 微分同相写像群の中で 
Hamilton 微分同相写像群が C1-位相に関し
て閉じていること（flux 予想の解決）を纏め
た論文、family 版の Gromov-Witten 不変
量を構成した論文などが出版に至った。 
（D）1999 年に出版された論文で、複素曲面
の孤立特異点の特別なクラスに対しては、そ
のリンクの symplectic 充填の位相に制約が
あることを示した（さらに 2002-2005 に出版
された論文極小 symplectic 充填の分類も得
た）が、そこからはみ出したクラスについて
以下の結果を得た。(1)極小 symplectic 充填
を無限個持つような孤立特異点のクラスを
見つけた。(2)  (2,3,7) 型 Brieskorn 特異点
など K3 超曲面特異点と名付けたクラスの
特異点のリンクの symplectic 充填の符号数
と Euler 数の間に成立する不等式を示した。 
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