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研究成果の概要： 
いわゆるペンローズ対応により, 反自己双対多様体とよばれる４次元の実多様体とツイスター
空間とよばれる３次元の複素多様体の間に, 幾何学的な等価関係がある．しかし, これらの具
体例を構成することは一般には大変困難である．本研究では, このような新しい具体例を, ４
次元実多様体上に, 近年着目を集めている双エルミート構造を付加する形で組織的に構成した. 
得られた例は非ケーラーであり, ルブランの 20 年前の例を大きく一般化するものである． 
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１．研究開始当初の背景 
非ケーラーの場合の(コンパクト)反自己双対
エルミート曲面については, 20 年前にルブ
ランにより見事な明示例が得られているが, 
以降どのような例も見つかっていなかった．
一方, ジョイスのツイスター空間に関する代
表者の研究と, ドナルドソン-フリードマン
の方法の一般化に関する共同研究者ポンテ
コルボ氏の研究をうまく組み合わせると, ル
ブランのそれとはまったく異なるツイスタ
ー空間の方法により, 井上曲面をはじめ多く
の VII 型曲面に反自己双対エルミート構造
を構成する見通しが得られた．またこれが双

エルミート構造をあたえることの展望も得
ており, これらが当時出たばかりのグアルテ
ィエリの結果により一般化されたケーラー
構造を与えることもわかっていた． 
 
２．研究の目的 
双曲的井上曲面(井上ヒルツェブルフ曲面), 
放物的井上曲面およびホップ曲面のブロー
アップの上に, あるいはより一般に非連結な
反標準正因子を有する VII 型曲面上に, 上
記の方法でできるだけ広範囲に反自己双対
双エルミート構造を構成すること．しかも, 
構成した対象の幾何構造およびその局所的



大域的モジュライの構造ができるだけ詳細
にわかる形で構成を行うこと．さらにルブラ
ンにより構成されたものとの比較, 同定を行
うこと, などが, 研究当初の目的であった． 
 
３．研究の方法 
ジョイスのツイスター空間とその上の２対
の基本曲面対から出発して, ツイスター空間
とその上の 2 対の曲面対の「特異モデル」を
作り, この幾何学構造を明確にする．ついで,
この特異複素空間対の倉西族を研究する, 特
に全空間および一般ファイバーの非特異性
を示し, 生ずる非特異曲面対を双曲的(放物
的)井上曲面, ホップ曲面のブローアップと
同定する. また互いに対になる曲面の関係を
明らかにする． これらの研究には, 小平, 井
上, 中村, 加藤, 榎など小平学派によって発
展させられた VII 型曲面論の研究成果を駆
使している． 
もっとも重要で困難な段階は, 特異複素空

間対の変形の障害が消滅を示すことである．
このために, 上記で求めた幾何学構造を局所
的,大域的なコホモロジー不変量の消滅に適
用し, 最終的に代表者が以前に示したジョイ
スのツイスター空間の変形の障害の消滅に
帰着させる． 
 
４．研究成果 
(1)  双曲型および放物型の井上曲面とその
上の反標準因子の対の変形の倉西族の構成
とその性質の解明. 特に倉西空間の非特異
性, 次元と倉西族ファイバーの同定. 
(2)  トーリック曲面のあるクラスについて
その特異モデルの自己同型, 変形の倉西族
の構成とその性質の解明. 特に倉西空間の
非特異性, 次元と倉西族のファイバーの同
定 
(3) (2) のトーリック曲面の不変量とこれか
ら生ずる双曲型および放物型井上曲面の不
変量の比較．この対応の全射性と異なるトリ
ック曲面から同じ井上曲面が生ずる場合の
決定.  
(4) ジョイスのツイスター空間とその上の 2
対の特異曲面対の特異モデルの構成, その
特異点の局所構造, 自己同型, 反標準因子
の同定.  (2) のすべてのトーリック曲面の
特異モデルが, この構成から生じること.   
(5) (4) の特異モデルの変形の倉西族の構成
とその性質の解明. 特に倉西空間, 倉西族
の全空間, および一般ファイバーの非特異
性, 倉西空間の次元と倉西族のファイバー
の同定.  
(5) 倉西族の実構造の解析と, 一般ファイ
バーの反自己双対双エルミート曲面に対応
するツイスター空間としての同定 
(6) この構成により, すべての双曲型井上
曲面(井上ヒルツェブルフ曲面)上に反自己

双対双エルミート構造のｍ次元族が(一般的
にはｍ個)構成できること．ただし, ｍは 
曲面の Betti 数 
(7) (6) において, 各曲面対を構成する２曲
面は互いに同型であるが, 他の曲面対に属
する曲面とは互いに Zaffran の意味で転置
の関係にあること.   
(8) 各 ｍ に対し実一次元族をなす放物型
井上曲面に対しては, やはり反自己双対双
エルミート構造の ｍ 次元族が存在する.  
この場合は, 片方の曲面対のそれぞれがも
う片方の曲面対のそれぞれと同型になるこ
とを発見．ルブランの例の一つはこの場合 
であるが, ここでの例との同定は今後の研
究課題である.  
(9) (1) の倉西族の各非特異ファイバー(そ
れらは, 中心の双曲型井上曲面を除きすべ
て極小でなく, 一般ファイバーはホップ曲
面のブローアップである)は, すべて反自己
双対双エルミート構造を持つ.  この結果は, 
VII 型曲面に対する反自己双対双エルミート
構造の存在に関するポンテコルボの条件の 
逆問題の部分的肯定的解決を与えている． 
(10) 特異ツイスター空間の構成をある意味
で"ねじった”あとで上記の方法を適用する 
ことにより,  半井上曲面(奇数型の井上ヒ
ルゼブルフ曲面)上に, 反自己双対エルミ   
ート構造を構成した．これらは反自己双対双
エルミート構造を持たない反自己双対エル
ミート構造の初めての例である． 
(11) 反自己双対エルミート計量は局所ケー
ラーであることが知られているが, 一方,  
２次ベッチ数が正である局所ケーラー計量
は, 今日までほとんど知られていない．上記
の結果は, すべて新しい局所ケーラー計量
をあたえる. 
(12) 研究の背景においてものべたグアルテ
ィエリの結果により, 上記の VII 型曲面に 
一般化されたケーラー構造が入ることが従
う.   
(13) 以上の研究に触発されて, 半井上曲面 
に対する (1) の倉西族の類似を考察すると, 
この族において強い意味で代数次元の上半
連続性が, 破綻していることを発見した．こ
のような例は以前には知られていなかった．  
(13) 以上の研究に触発されて, 放物型井上
曲面の自己同型群を決定した．(双曲型井上
曲面については, 30年前にピンカムが既に決
定している.) 
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