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研究成果の概要（和文）：自然な仮定のもとで特異点をもつ曲面のクラスの性質を，ワイエルス

トラス型表現公式を用いてしらべた．とくに，３次元双曲空間の平坦フロントの大域的な挙動， 
3 次元ミンコフスキー空間の極大曲面および 3 次元ド・ジッター曲面の平均曲率１の曲面の特

異点の挙動を解析した．また，特異点の微分幾何学として，とくにフロント（波面）の特異点

に特異曲率を定義し，ガウス・ボンネ型の定理を得るとともに，フロントの内的な定式化を行

った． 
 
研究成果の概要（英文）：Properties of certain classes of surfaces with singularities are 
investigated with Weirstrass-type representation formula. For example, global 
behavior of flat fronts, and behavior of singularities of maximal surfaces in 
Lorentz-Minkowski 3-space and mean curvature one surfaces in de Sitter 3-space are 
investigated.  
On the other hand, as a general theory of differential geometry of singularities, a 
notion of singular curvature of the singular points of wave fronts is defined, and 
Gauss-Bonnet type formulas are obtained.  
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１． 研究開始当初の背景 
 
部分多様体の微分幾何学においては，多様体
に滑らかにはめ込まれた多様体の性質が調

べられている．しかし，一方では，自然な状
況で特異点をもつような曲面や超曲面の例
も古くからよく知られていた．これらのうち
ワイエルストラス型の表現公式により複素

研究種目：基盤研究（B） 

研究期間：２００６～２００８  

課題番号：１８３４００１９ 

研究課題名（和文） ワイエルストラス型表現公式の一般化と特異点をもつ曲面の 

理論への応用 

研究課題名（英文） Generalizations of Weierstrass-type representation formula 

 and their applications to theory of surface with singularities 

研究代表者 

 山田光太郎 （YAMADA KOTARO） 

九州大学・ 大学院数理学研究院・教授 

 研究者番号：１０２２１６５７ 



 

 

解析的なデータであらわされるような曲面，
とくに３次元双曲空間の平坦曲面や３次元
ミンコフスキー空間の極大曲面に関して，代
表者・分担者らはよいクラスを設定し，特異
点を許す曲面の大域的性質の研究を開始し
ていた． 
 
２．研究の目的 
 
3 次元ユークリッド空間の極小曲面が，リー
マン面上の複素解析的なデータにイエルよ
って具体的に表現できることは「ワストラス
表現公式」としてよく知られている．また，
いくつかの幾何学的対象について，これと類
似な表現公式が存在することがすでに知ら
れている．これらの表現公式は，曲面のはめ
こみを具体的にあたえているが，「はめこみ」
であることはオープンな条件であるから，も
とのデータの取りかたによっては，写像の階
数が落ちるような点，すなわち特異点が生じ
る場合がある．このような場合でも適当な枠
組を設定すれば，はめこみの場合と同様に幾
何学的な考察ができる場合があることがわ
かってきた．本研究では，これら，ワイエル
ストラス型公式群に統一的な理解をあたえ，
さらに表現公式の応用として，特異点をもつ
曲面のクラスの幾何学を研究し，このような
微分幾何学がゆたかな研究対象であること
を示したい．  
とくに，研究対象として，3 次元双曲空間の
平坦曲面と平坦フロント，3 次元ミンコフス
キー空間の極大曲面および特異点を許す対
象としての極大面，3 次元ド・ジッター時空
の平均曲率 1の曲面（CMC-1 surfaces）およ
び特異点を許す対象としての CMC-1 faces 
を考察する． 
一方，特異点をもつ対象としてフロント（波
面）を考察し，その微分幾何学の一般理論を
構築し，具体的な対象への応用を考察する． 
 
２． 研究の方法 
 
具体的な対象については，(1) ワイエルスト
ラス型表現公式を用いた，特異点を許す曲面
論の構築， (2) いままでの研究を踏まえた，
曲面の分類問題の研究を主に行う．とくに 
3 次元双曲型空間の平坦波面：大域的な考察
を行うためには「完備性」に相当する概念が
必要である．一般に「完備」性とは，特異点
集合がコンパクトになる曲面に対する概念
であるが，「エンド」まで特異点が延びてい
るような曲面については，いまだ理論の枠組
が不確定である．そこで，このような曲面に
対しても然るべき「完備性」を定義し，理論
の枠組を作る．さらに，完備でない「エンド」
すなわち，特異点が集積するようなエンドで
の曲面の漸近挙動を考察する． 

類似の対象：3 次元ミンコフスキー空間の極
大曲面やドジッター空間の CMC-1 曲面の大
域的考察を行う．とくに，ド・ジッター空間
の CMC-1 曲面の場合，完備でないエンドは非
常に複雑な挙動を示す可能性がある．これに
ついて考察する． 
本研究のバックグラウンドは，時間的・空間
的に多岐にわたる．したがって，研究遂行に
際しては，代表者・分担者・連携研究者は分
担して関連する研究者との討論・研究連絡を
行い，アイディアの具体化および先行結果や
古典的な結果に関する情報収集につとめる． 
 

４． 研究成果 

(1) 3 次元双曲空間の平坦フロントの焦面，

すなわち主曲率中心の軌跡もまた平坦フ

ロントになることを示した（分担者國分，

分担者・梅原，Rossman と代表者）．もと

の平坦フロントが完備であってもその焦

面は完備とはかぎらず，エンドに特異点

が集積する可能性がある．このような場

合の大域的理論を構築するための基礎理

論を得た．さらに，平坦フロントは向き

付け可能であることを示した． 

(2) 3 次元ミンコフスキー空間の極大面に対

して成立するワイエルストラス型表現公

式に適合した一般化として「極大面 

maxface」の概念を導入し，大域的な理論

を構築した（分担者・梅原および代表者）．

とくに完備な極大面に対して Osserman

型の不等式およびその等号条件を得た．

このことは，完備極大面のクラスが，ユ

ークリッド空間の極小曲面と同様に大域

的に良い性質をもつ対象であることを示

している． 

(3) 3 次元ミンコフスキー空間の極大曲面お

よび 3 次元ド・ジッター時空の CMC-1 曲

面を，ワイエルストラス表現公式に適合

した形で一般化した特異点をもつ曲面の

クラス（極大面 maxface, CMC-1 面 

CMC-1 face）に現れる特異点を調べ，ジ

ェネリックな特異点は cuspidal edge, 

swallowtail, cuspical cross cap の３

種類であることを示した（連携研究者・

藤森，佐治，分担者・梅原，代表者）．こ

のことを示すために，cuspidal cross cap 

の 一 般 的 な 判 定 条 件 を 見 出 し た

（cuspidal edge, swallowtail の判定条

件は，すでに代表者・分担者らによって

得られていた） 

(4) 3 次元リーマン多様体内のフロント（波

面 ） の ジ ェ ネ リ ッ ク な 特 異 点 は 

cuspidal edge と swallowtail である

ことが知られているが，この cuspidal 



 

 

edge 上に「特異曲率」とよぶ曲率関数を

定義し，その性質を調べた（佐治，分担

者・梅原，代表者）．微分位相幾何学的な

立場ではすべての cuspidal edge は区

別できないが，我々の特異曲率は，それ

らを微分幾何学的に（曲率によって）区

別しよう，というものである．実際，特

異曲率と曲面のガウス曲率（外的曲率）

との次の関係が得られた：特異点の近傍

でガウス曲率が非負の値をとるならば，

特異曲率は非正の値をとる．さらに，特

異曲率を用いて，フロントに対するガウ

ス・ボンネの公式を得た． 

(5) フロントは特異点をもつ超曲面であるが，

その内的な性質を取り出して抽象化した

連接接束 coherent tangent bundles の

概念を導入し，それに対してガウス・ボ

ンネの公式が成立することを示した（佐

治，分担者・梅原，代表者）． 

(6) 超幾何微分方程式の解から定まる主ワル

ツ写像は，球面から 3点を除いたリーマ

ン面の普遍被覆からリーマン球面への共

形写像とみなせるが，それを双曲的ガウ

ス写像にもつような双曲空間の平坦フロ

ントをつくることができる．これを超幾

何微分方程式の双曲的シュワルツ写像と

よび，その性質を調べた（佐々木，吉田，

野呂，代表者）．この写像は超幾何微分方

程式のモノドロミーを双曲空間の等長変

換群の部分群として実現するレシピを与

えており，モノドロミーの可視化の一つ

の方法と考えることができる．さらに，

双曲的シュワルツ写像の特異点を詳しく

解析し，ジェネリックでない特異点が現

れるための具体的な状況（超幾何微分方

程式のパラメータの値）を厳密に求め，

代表者たち（國分，Rossman, 佐治, 梅原

および代表者）の判定条件が有用である

ことを示した． 
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