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研究成果の概要： フラクタルやランダム媒質を典型例とした複雑な系の上で、熱がどのよう

に伝導するかといった物理現象を解明するため、系の上の確率過程や対応する自己共役作用素

の解析を行った。確率過程論と実解析学の手法を融合させる事により、汎用性の高い解析の方

法を確立し、いくつかのモデルについて熱核の詳しい評価を与えた。また、シェルピンスキー

カーペット上のブラウン運動の一意性という当該分野の２０年に渡る未解決問題を、肯定的に

解決する事に成功した。 
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１．研究開始当初の背景 
 
８０年代後半以降精力的に研究されてきた
フラクタル上の確率過程論・解析学の研究に
より、フラクタル図形において確率過程・ラ
プラス作用素を用いた熱伝導や波動伝播等
の物理現象の解明が有用であることが明確
になってきた。さらに近年の我々の研究で、
これらの方法が"理想的な"形状のフラクタ
ルに限らず、何らかの意味で自己相似性に近
い構造を持つ図形の上でも有効であること

が次第に分かってきた。 
この流れを受けて我々は、滑らかでない領域
や統計的自己相似性を持つ確率モデルも含
む、より一般の複雑な系の上で、確率過程論
を解析学の諸分野との有機的な関わりの中
で発展させることを大きな動機付けとして
本研究を開始した。複雑な系で統合的な手法
による解析学を展開することにより、古典系
へのフィードバックを与えることも本研究
の狙いの一つである。 
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２．研究の目的 
 
本研究の目的は、複雑な系の上で確率過程論や
実解析学を統合的かつ有機的に展開すること
である。具体的には、以下の目標に向かったア
プローチを行った。 
 (1) 複雑な系の上の対称拡散過程と、対応す
る関数空間の解析 
○1  放物型ハルナック不等式の同値条件の改良、
境界ハルナック不等式の安定性の問題 
○2 複雑な系の上のスペクトルの解析、移送不等
式の解析 
○3 複雑な系の上のトレース理論の展開とその
応用 
 (2) 複雑な系の上の対称飛躍型確率過程と、
対応する関数空間の解析 
○1 対称飛躍型確率過程の熱核評価およびハル
ナック不等式 
○2 対称飛躍型確率過程のハルナック不等式の
安定性の問題 
 (3) 確率モデルの大域的挙動の解析 
○1 非有界なランダムコンダクタンスに対応
するマルコフ連鎖のホモジナイゼーション
の問題 
○2 ランダム媒質中のランダムウオークの長
時間挙動の解析 
 (4) 複雑な系の上の確率解析の基礎付け 
○1 複雑な系上の確率微分方程式の解析と
support 定理への応用 
 
 
３．研究の方法 
 
 (1) 当該分野と深く関わるテーマについて
造詣が深い７名の海外共同研究者（Barlow 教
授、Bass 教授、Z. Q. Chen 教授、Grigor’yan
教授、Saloff-Coste 教授、Sturm 教授、Hambly
講師）を迎え、本研究費の支援で開催した研
究集会に招聘するなどして最新情報の提供
を受けるとともに、様々な共同研究を推し進
めた。海外主力研究者との広範なネットワー
クを生かした共同研究は、本研究の大きな特
徴である。 
 (2) 研究目的の(1)-(4)に合わせて分担者
を以下のグループに分け、熊谷が中心となっ
てセミナー、研究集会などで研究交流を行っ
た。普段は電子メール等で研究連絡を取り合
い、各々の専門を生かした形で複雑な系の解
析を多面的・有機的に推し進めた。 
(Group 1) 熊谷、木上、相川、竹田、日野、
Barlow、Bass、Grigor'yan、Saloff-Coste、
Sturm、Hambly 
(Group 2) 熊谷、竹田、日野、Barlow、Bass、
Chen、Grigor'yan  
(Group 3) 熊谷、高橋、舟木、小谷、Barlow、
Bass、Hambly 
(Group 4) 熊谷、重川、日野、Sturm、Hambly 

 (3) 研究期間中にいくつもの研究集会を行
い、初年度と最終年度には大規模な国際研究
集会も開催した。これにより、当該研究の最
新情報を取り入れることが可能になり、さら
に当該研究を高い観点から総合的、統合的に
推進することが可能となった。 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 総括： 分担者・連携研究者・海外共同
研究者との連携により、複雑度の高い系に関
する解析学を確率過程論や解析学の諸分野
との有機的な関わりの中で統合的に発展さ
せるという目的を、ある程度達成した。フラ
クタル上の解析学に関する長年の未解決問
題を肯定的に解決した研究を始め、当該分野
の研究を大きく推進するだけでなく、
Harnack 不等式や熱核に関する評価は、ユー
クリッド空間上に限定しても新しい結果・手
法を与えている。本研究の成果の多くは国際
的に評価の高い雑誌に掲載され、代表者・分
担者・連携研究者が国内外の多くの研究集会
に招待された。これらの事実からも、本研究
の成果が国際的に高い評価を得たことを客
観的に裏付けることができる。本研究を遂行
する中で、複雑な系の解析学と、系の持つ幾
何学的性質の関係の重要性があらためて認
識された。今後の展望として、より幅広い見
地から、複雑な系の上の確率過程論とその幾
何学的応用の研究を推進することにより、複
雑度の高い空間の上の数学理論を一つの大
きな流れとして展開することができると考
える。以下、代表者、分担者、連携研究者そ
れぞれの主な研究成果を具体的に記す。 
 
(2) 熊谷 隆 
○1  Sierpinski carpet上に、局所的な折り返
しや平行移動で不変な拡散過程は（定数倍の
時間変更を除いて）ただ一つに定まる事を証
明した。これは、carpet上のブラウン運動の
一意性の問題として知られる当該分野の主要
な未解決問題であった。（Barlow氏、Bass氏、
Teplyaev氏との共同研究） 
○2  次元の高い正方格子上で、臨界確率におけ
る向きのついた散開パーコレーションクラス
ターを考え、そのincipient infinite cluster
上のランダムウオークの熱核に関する詳しい
評価を得た。証明では、一般のグラフ上で有
効抵抗と体積増大度の情報から熱核の評価を
導き出す解析的な評価と、このモデルで有効
抵抗などの評価を行う確率論的評価の両者を
うまく融合させている。（Barlow氏、Jarai
氏、Slade氏との共同研究） 
○3  ランダムな図形の上のマルコフ過程が強
い再帰性を持つ場合に、熱核評価を得るため
の幾何学的な十分条件を得た。さらにこの応



 

 

用として、長距離パーコレーション上のランダ
ムウォークについて、ロングレンジの影響が弱
い場合に熱核評価を得た。（三角淳氏との共同
研究） 
○4  D次元正方格子上の飛躍型確率過程が放物
型ハルナック不等式を満たすための必要十分
条件、および安定過程型の熱核評価を持つため
の必要十分条件について、研究を行った。これ
らの性質について、摂動で安定な同値条件を導
きだした。（Barlow氏、Bass氏との共同研究） 
○5  測度付き距離空間上の正則ディリクレ形式
について、Nash不等式の仮定の下、安定過程型
の上からの熱核評価を持つための必要十分条
件について研究を行った。その結果、対応する
確率過程やレヴィ密度関数を用いた同値条件
を得ることができた。（Barlow氏、Grigor'yan
氏との共同研究） 
○6  Stable-like processから飛躍の大きさが
大きい部分を取り除いた、finite range jump 
processの熱核の詳しい評価を得た。この結果
を用いると、飛躍の大きさが大きい部分につい
て非常に緩やかな可積分条件の下で、熱方程式
の解のヘルダー連続性を得ることができる。
（Chen氏、Kim氏との共同研究） 
(3)相川弘明 
○1  John領域に対するCarleson評価をDomarの
方法を用いて確立し、位相境界点における極小
Martin点が高々2個となるJohn定数の条件を与
えた。さらに凸集合の和で書ける領域のMartin
境界が位相境界と同相になるsharpな十分条件
を与えた。 
○2  任意の領域において大域的な境界Harnack 
原理が成立することと、大域的なCarleson 評
価が成立することが同値であることを示した。 
○3  John 領域において調和測度が強ダブリン
グであることと、領域が準一様であることが同
値であることを示した。 
(4) 木上淳 
Resistance form から導かれる熱核の評価に
ついて次のような研究を行った。 
○1  Resistance form において一般の閉集合が
境界となり得るための必要十分条件を明らか
にし、そのような境界に対応する Green 関数
の resistance による具体的な表示を行った。
また、適当な測度の下で、対応する確率過程が
常に連続な transition density を持つこと
を明らかにした。 
○2  Resistance form に対して、annulus 
comparable condition という条件を導入し、
この条件が、一点とそれを中心とする球の外部
の resistance が球の半径と比較可能である
ための必要十分条件であることを示した。 
○3  ○1 ,○2 の結果を用いて、○1で得られた連続な 
transition density の対角成分がよい評価を
持つための必要十分条件は、測度が 
resistance metric に関して volume doubling 
であることを示した。 

(5)重川一郎 
確率解析の手法を使って、多様体上の拡散過
程や、Wiener 空間や格子スピン系の Gibbs
測度の下での作用素のスペクトルギャップの
存在性などの研究を行った。 
無限次元的な問題として、Wiener 空間上の
Schrödinger 作用素を考察し、ポテンシャル
の可積分性の条件でスペクトルギャップの存
在を示した。また格子スピン系に対しても、
Hodge-Kodaira 作用素に対し、高次元の調和
形式が存在しないことを示した。最近では、
リーマン多様体上の非対称な拡散過程を考察
し、基本解の収束の速さが、対称な場合がも
っとも遅いことが分かった。 
(6)日野正訓 
フラクタル上の対称拡散過程に関する研究を
行った。多くの自己相似フラクタルについて、
付随するDirichlet形式から定まるエネルギ
ー測度が自己相似測度と互いに特異であるこ
とを証明した（中原健治氏との共同研究）。
この証明方法を利用し、拡散過程のマルチン
ゲール次元が1であることを示した。更にこの
事実の応用例として、フラクタル上の良い関
数について，適切な参照関数とのミクロスケ
ールでの変動比により、関数の「1階微分」 
の概念が自然に定義できることを示した。 
(7)舟木直久 
ノイズを適当に構成することにより、Lévy 過
程の分布を不変測度に持つような確率偏微分
方程式の導出を行った。さらに、弱いピンニ
ングを持つランダムウォークおよびランダム
場のスケール極限に関する研究を、特に対応
する大偏差原理の速度汎関数の最小点が一意
でない場合に行った。 
(8) 竹田雅好 
シュレディンガー半群において、そのL^p-半
群としてのスペクトル半径がpに依らないた
めの十分条件を得た。一次元拡散過程の生成
するマルコフ半群に応用すると、フェラーの
境界分類で自然境界以外の場合にはL^p-独立
性が成立することが示せた。 
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