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研究成果の概要（和文）：原子・分子の状態あるいは運動を記述する量子力学の基本方程式であ

るシュレーディンガー方程式を研究して以下の成果を得た。(1) 初期値問題の基本解の無限遠

での振る舞いに関する新たな知見を得た; (2) 解の特異性の伝播問題の新たな研究手法を開発

して分野の研究を進展させた; (3) 散乱問題の波動作用素の性質について未解決問題を解決し

た；(4) ランダムシュレーディンガー作用素のスペクトルの性質についての未解決問題を解決

した。 
 
研究成果の概要（英文）：We studied mathematical problems on Schroedinger equations  
which are fundamental equation for describing the dynamics of quantum particles and 
obtained following results : (1) New results are obtained on the behavior at infinity of the 
fundamental solutions of the initial value problems; (2) new methods for studying the 
propagation of singularities of solutions are found; (3) unsolved problems on wave 
operators of scattering have been solved; (4) new spectral properties of random 
Schroedinger operators are found.  
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１． 研究開始当初の背景 
シュレーディンガー方程式の解の性質、なら
びにシュレーディンガー作用素のスペクト
ル・散乱理論は多くの研究者によって研究さ
れてきていたが多くの問題が未解決であっ

た。その中でも研究代表者や分担者が研究し
てきた基本解の正則性・有界性の問題, 解の
特異性の伝播問題、散乱の波動作用素の性質、
ランダムシュレーディンガー作用素のスペ
クトル問題についての研究の状況は研究開



始においては以下のようであった。 
 (1) 磁場をもつシュレーディンガー方程式
の初期値問題の基本解は任意有限時間にお
いて有界か, また２次関数的に増大するポテ
ンシャルをもつシュレーディンガー方程式
の基本解は有限時間では常に無限遠方にお
いて有界であるかどうか未解決であった。 
(2) 解の特異性あるいは超局所特異性の伝播
問題は、問題自身の適切な定式化がなれてお
らず研究開始時点で得られていた研究成果
は混沌としていた。 
(3) 散乱の波動作用素はシュレーディンガー
作用素が連続スペクトルの下端に特異性を
持たない場合は任意の指数のルベーグ空間
あるいはソボレフ空間において有界である
ことは既に研究代表者によって示されてい
たが, 連続スペクトルの下端に特異性を持つ
場合に適当な指数をもつルベーグ空間にお
いて有界となるか否かは未解決であった。 
(4) アンダーソン局在の問題などランダムシ
ュレーディンガー作用素のスペクトル解析
に関するほとんどの研究はポテンシャルが
下に有界な場合に限られていて、そうでない
場合のスペクトル問題は多く未解決であっ
た。これらの問題を解決するのが研究の動機
であった。 
 
２．研究の目的 
シュレーディンガー方程式の解の性質、なら
びにシュレーディンガー作用素のスペクト
ル・散乱理論を研究し、とくに研究開始当初
の背景に述べた問題を解決して量子力学系
のダイナミックスの理解を深めるとともに、
この研究を通して解析学、とくに偏微分方程
式あるいは関数解析の研究における新たな
手法を開発するのが目的である。 
 
３．研究の方法 
数学の研究の方法は研究者各自の自己研鑽
による研究による以外には研究者相互の連
絡・討議によるアイデアの交換、および学術
論文・図書を通しての専門知識の習得と研究
情報の収集以外にはない。そのため、以下の
方法によって研究を進めた。 
(1) 国内外の研究課題に関連した指導的研
究者を招聘して集中講義あるいは連続セミ
ナーをお願いして研究成果を報告していた
だいて専門知識と研究情報を習得した。 
(2)研究代表者、分担者の所属機関において
定期的に研究セミナーを開催して最新の研
究情報を収集した。 
(3)共同研究者を訪問あるいは招聘して研究
課題についてのアイデアを交換し、共同研究
を行った。 
（４）国内外で開催された学術研究集会にで
きうる限り参加して研究課題に関する情報
を交換し、各国からの関連研究者との討議・

討論を行った。 
（５）また日常的に、インターネットを通し
て、あるいは研究機関において購入している
学術雑誌掲載の学術論文を通して最新の研
究情報を収集し、研究図書によって専門知識
を習得した。 
 
４．研究成果 
(1) シュレーディンガー方程式の基本解に
ついて、調和振動子の適当な符号条件をみた
す一次関数よりも早く増大するポテンシャ
ルによる摂動の基本解は、共鳴時間において、
空間変数に関して, 摂動の強さに応じた速
度で空間無限遠方において増大することを 
示した。これは二次関数的増大度を示すポテ
ンシャルをもつシュレーディンガー作用素
の基本解が無限遠方で増大することが示さ
れた初めての例である。磁場を持つ場合の基
本解の有界性の問題は今後の課題である。 
 
(2) シュレーディンガー方程式の超局所特
異性の伝播問題に関して斉次波面集合の概
念を導入するとともに、散乱理論の考え方を
導入して特異性伝播問題を定式化し、準古典
解析の手法を用いて超局所特異性を決定す
る全く新しい研究手法を編み出し、平坦計量
の短距離型あるいは長距離型摂動のシュレ
ーディンガー方程式、散乱多様体上のシュレ
ーディンガー方程式、あるいは調和振動子の
摂動方程式の解の特異性の伝播問題を解決
した。さらに同様な考え方に解析的超局所解
析の手法を組み合わせて平坦計量の短距離
型あるいは長距離型摂動のシュレーディン
ガー方程式の解析的特異性を決定した。また, 
この手法をさらに発展させて, 変数係数シ
ュレーディンガー方程式の初期値問題の基
本解を自由シュレーディンガー方程式の基
本解とフーリエ積分作用素の積として書き
表すことに成功した。これらはこれからのこ
の方面の研究に大きな影響を及ぼすものと
考える。 
 
(3) 散乱の波動作用素はシュレーディンガ
ー作用素が連続スペクトルの下端において
特異性を持つ場合にも, 空間次元が２，４以
外の場合でも指数が空間次元の半分とその
双対指数の間にある指数をもつルベーグ空
間あるいはソボレフ空間において有界であ
ることを示した。さらに空間４次元の場合に
も、特異性が零固有値によるものであれば、
波動作用素はより制限された指数をもつル
ベーグ空間あるいはソボレフ空間において
は有界であることを示した。これは研究代表
者の「連続スペクトルの下端が正則であれば 
波動作用素はすべての指数のルベーグ空間
あるいはソボレフ空間において有界である」
という結果の拡張であり, 非線形方程式の



研究に重要な分散型評価を得る手段として
も重要である。困難な問題として残された、
４次元空間のより一般な特異性の場合、およ
び２次元空間の場合の解決が今後の課題で
ある。 
 
(4) シュレーディンガー作用素のスペクト
ル・シフト関数のルベーグ・ノルムによる評
価の方法を開発して、ランダムシュレーディ
ンガー作用素に適用し、状態密度関数に対す
る新しい評価を与えた。また不定符号のポテ
ンシャルをもつ Anderson 型のランダムシュ
レーディンガー作用素に関してエネルギー
の下限での Lifshitz特異性の存在を示した。
これはこれまで、おおむねポテンシャルが正
値な場合に限られていた Anderson 局在の問
題の研究に、多大の影響を与え転機をもたら
すものと考える。 
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