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研究成果の概要（和文）：時間発展の偏微分方程式で解に特異点が生じる問題群についての数学

的解析と数値解法の開発を行ってきた。特に双曲型体積保存自由境界問題・放物型体積保存自

由境界問題では解の存在と一意性について一定の結果を得た。すなわち、新しい弱解定義、構

成、放物型については、弱解のヘルだー連続性を示した。また、数値解法についても、ラグラ

ンジェアンの停留点を求める方法論としての離散勾配流法の有効性を確かめるとともに、これ

を用いた連成解析用のソルバーを開発した。さらに、一部ソルバーについては並列化を行いパ

ラレルマシン対応とした。 
 
研究成果の概要（英文）：We have treated the problem that the solution of PDE has singular 
points such as defects or free boundary. We got several new approaching methods for 
hyperbolic and parabolic volume constraint free boundary problems such as the existence 
of weak solution, or Hoelder continuity of the solution in the parabolic case. In 
numerically, we developed a method to treat the stationary points for some Lagrangean 
via the discrete Morse Flow method. It became possible to solve stationary points by use 
of approximate minimizing method.  Moreover, our solvers extended to apply to parallel 
machines. 
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１．研究開始当初の背景 
 
非線形偏微分方程式・変分問題で、解に特異

点（不連続点、微分不可能な点など）が現れ
る問題を時間発展（特に双曲型）で取り扱う
方法論の構築が重要であり、その解決を目指
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した。研究開始当初は、このような特異点解
析は時間に依存しない問題か、解の大まかな
正則性が期待できる放物型方程式に限られ
ていた。これらを双曲型方程式まで拡張して
新たな知見を得ようと言う問題は全く新し
かった。 
 このような状況下で、変分法に基づく新た
な解法を求めたのが本研究である。最小化法
は通常偏微分方程式よりも情報量が多く、得
られる解の特性がよいことが知られていた。
これを時間発展問題に、どのような方法論で
広げていくかがポイントであった。特に双曲
型方程式では、変分的扱いが難しく、双曲型
自由境界問題は well posed な問題にならな
いとまで考えられていた。我々は、ある種の
強い解については、問題が可解であることを
突き止め、本研究の礎とした。 
 
 
２．研究の目的 
 

非線形偏微分方程式・変分問題で、解に特
異点（不連続点、微分不可能な点など）が現
れる問題、すなわち、解のグラフが「折れる」
「切れる」などの特異集合を持つ関数が、微
分方程式の解として考えられるようになっ
た。しかしながら、これらの時間発展問題へ
の拡張は自然な流れでありながら難問とな
っている場合が多い。'80 年代までは、この
ような分野の研究は楕円型方程式・変分問題
が中心であったが、徐々にその興味の対象が
放物型などの時間発展問題に移ってきてい
る。しかしながら、正則性理論にたよる問題
が多く見られ、これらの問題の双曲型への拡
張は自然な流れでありながら難問となって
いる場合が多い。  
 本研究では、変分問題の解の「エネルギー
密度が集中している、定義域よりも低い次元
の集合」を特異点として捉え、対応する放物
型、さらには双曲型の問題に対して解析を行
う。目標は、弱解などの適切な定義と解の構
成、特異点の次元推移の評価（幾何学的測度
論の視点からの構造評価）などを数値解析を
交えて探ることである。さらに、得られた知
見を並列ソルバーなど数値的方法論として
蓄積（ライブラリ作成）し、数学の断片的な
結果を得るに終わらないよう配慮する。 
  
 
３．研究の方法 
 

離散勾配流法を用いた数値解析を行いつ
つ、解の挙動を予測して数学的解法を探ると
いう方法論で研究を進めた。 

本研究で対象となる諸問題は方程式の中
に次のような扱いにくい項を含む。例えば、
平面上の油滴の問題では油滴が平面より下

に行かないため、退化する波動型オペレータ
が出現する。また、接触角がゼロでない場合、
自由境界上にデルタ測度が出現する。さらに、
体積保存条件（油的の体積が保存する）では、
非局所項が出現する。 
これらを含む問題を解く（解の存在定理を

得る）ためには、「特異項を近似してから極
限をとる」、「変分問題に持ち込む」などのテ
クニックを使う。このときの近似方法はなど
は無数にあるが、物理的意味がはっきりした
近似、数学的に合理的な取り扱いにしないと
解が得られないと想像される。旧研究で扱っ
た問題から派生した問題は、近似方法などを
初歩から考えないと進展が見られないと思
われる。研究者同士のアイデアを交換するこ
とは重要である。離散勾配流法の取り扱いと
しては、時間差分を０に収束させる時に、い
かに良い評価を保って、良い解に収束するか
が問題である。当然、収束のトポロジー、速
度、収束先の解の正則性が問題になってくる。 
また、双曲型の離散勾配流に限ると、弱い解
と強い解の関係が今ひとつすっきりしなか
った。これは正則性が期待できない場合が多
いからである。このため、最初は、正則性の
ための damp 項の追加などして、特異点を保
ちつつ、それが、分散して全体を破壊するの
かどうか、それがどのような条件で起きるの
かを探る方向になろう。特異極限をとる問題
（液晶など）では、レイヤーでの解の補間方
法などが大きな影響を与える。多相の場合、
ジャンクションを込めての取り扱いで新し
いアイデアが求められよう。 
 数値計算に置いては、モデリング終了時

点で、ソフトウェアを開発し、モデルが現象
を表現しているかどうか検討する。本研究で
取り扱う問題は、申請者らがモデルを作り始
めた問題が多い。このため既存の結果が使え
ない。それだけ、モデルの整合性チェックは
注意深く行わなければならない。その第一の
方法が数値計算である。マルチプロセッサ用
のコード開発も重要になってくる。ソフトウ
ェアの管理は代表者が行うが、分担者が使え
るようにチューンアップも行う。 
 
 
４．研究成果 
 
研究計画に基づいて、(1)自由境界を持つ

石鹸膜の振動問題について主要項をラプラ
ス作用素としたものの近似解の構成と数値
解析法の開発を行った。(2)双曲型の体積保
存問題とそれに関連する自由境界問題につ
いての近似弱解の構成と数値計算方法の開
発を行った。(3)体積保存条件を持つ振動方
程式を導きその弱解の構成を行った。(4)体
積保存条件を持つ放物型方程式の弱解の構
成とヘルダー連続性を示した。 



 

 

数学的に詳述すると、双曲型および双曲型
の体積保存問題とそれに関連する自由境界
問題についての数学理論と数値計算方法の
開発を引き続き行ってきた。non-local term 
を持つ退化双曲型自由境界問題は難問であ
ったが、何とか基本アルゴリズムの開発を終
えることができた。 

この種の自由境界問題には、変分問題に基
づく計算方法である離散勾配流法が大変有
効であった。例えば、体積制約条件が無い場
合の双曲型自由境界問題で近似方程式がう
まく意味づけられ、弱解の構成が成功裏に行
われた。また、自由境界付きでも空間次元が
１の場合には体積保存条下である種の（非常
に弱い）弱解の構成が行われた。 

この問題は、物理的なイメージとしては、
水面上の泡や、ガラス面上の液滴の時間発展
ダイナミクスであり、その振動解析をするの
が目標であった。空間微分の主要項を極小曲
面方程式とすると自由境界が無くても解の
存在が知られていない。よって、ここでは主
要項はラプラシアンとした。これに対しても、
菊地・小俣等の結果が知られているだけであ
った。 
 これらの知見のもとに数学解析と数値計
算を行った。１次元の場合で弱解の存在、２
次元の場合で、液滴の合体や分離も数値的に
取り扱えるようになった。 
 さらに、内部構造をもつ物体の衝突問題も、
この種の連成解析で実現できることが分か
ってきた。また、これに付随して出てきた放
物型体積保存問題については、弱解の構成、
弱解のヘルダー連続性などを示すことに成
功している。 
 研究は、補助金のおかげと研究分担者の協
力により順調に終了することが出来た。る。
今後の課題としては、高次元の場合の解の存
在、衝突問題などベクトル値の問題などに発
展の方向を見いだしたい。 
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