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研究成果の概要（和文）：擬似循環連分数の典型的な代表である Hurwitz 連分数と Tasoev 連

分数のさらに新しい例を求めた。擬似循環連分数と、超幾何関数、双曲線関数、フィボナッチ・

ゼータ関数などとの間の典型的な関係を発見した。擬似循環連分数の近似分数から Leaping 

convergentsを定義し、その性質を調べるとともに、leaping convergentsを非正規連分数、一

般の整数列の場合に拡張し定義した。 

 
 
研究成果の概要（英文）：Still new types of Hurwitz and Tasoev continued fractions, which 
belong to quasi-periodic continued fractions, have been found. Several typical relations 
between quasi-periodic continued fractions and hypergeometric functions, hyperbolic 
functions, Fibonacci-zeta functions have been discovered. Leaping convergents have been 
defined from the concept of convergents of quasi-periodic continued fractions. 
Characteristic properties of leaping convergents have been examined. Leaping convergents 
have been extensively defined on non-regular continued fractions and on general integer 
sequences.  
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１．研究開始当初の背景 
 

(1) 2005年までの科学研究費補助金・基盤研
究(C)（一般）の課題研究で、Tasoev 連分数
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というまったく新しいタイプの連分数を定
義し、その性質を調べてきた。その結果、
Tasoev連分数は、循環節が究極的に多項式と
して循環する Hurwitz連分数に対して、循環
節が究極的に指数として循環する連分数で
あることがわかり、部分商列が算術級数的で
ある Hurwitz連分数に対して、部分商列が幾
何級数的であることがわかった。 
(2) Hurwitz 連分数は以前から様々な研究者
が扱ってきており、典型的な例としてベッセ
ル関数の比から生じるもの、自然対数の底で
ある eや tan、tanhの関数の値から生じるも
のなどがあった。 
(3) そこで、Hurwitz 連分数と Tasoev 連分
数を対比してまとめて扱い、特に特殊関数の
面からもっと大局的に構築していくことが
できるのではないかと考えられた。 
 
 
２．研究の目的 
(1) 現在まで知られているHurwitz連分数や
Tasoev 連分数の様々なタイプを特殊関数を
用いて一般化することにより、さらに新しい
タイプの Hurwitz連分数や Tasoev連分数を
発見していく。特に本研究においては、超幾
何関数、Ramanujanの q関数、Bessel関数、
Mahler 関数などの関数による単純連分数を
考察し、実数を連分数展開の観点から体系化
することが目標である。特殊関数を用いるこ
とにより、個々の関数のもつ特有の性質を適
用することができ、類別された連分数の性質
を調べることにも役立つことが期待される。 
 
(2) 特殊関数のある種の値を連分数展開する
ことは新しいことではないが、今までの結果
は連分数の各分子の値が 1とは限らない所謂 
非単純の一般連分数であった。一般連分数は
より広い表現を得られるという利点はある
一方で、一つの実数値に対応する連分数展開
が一意とは限らないこと、また適当に与えら
れた連分数展開が収束してある実数に対応
するとは限らないこと、など多くの欠点があ
る。これ故、非単純連分数はそれに付随する
性質を調べるのには適さない。そこで、今ま
で扱いが少なかった各分子が 1の単純連分数
に絞り、特殊関数との関連で研究を進めてい
く。 
 
(3) 単純連分数でその特性を調べる中核をな
すのが、近似分数である。近似分数の分母、
分子はそれぞれ初期値のみ異なる同形の三
項関係式をみたす。ここで注目されるのが、
飛 び 飛 び の 近 似 分 数 で あ る Leaping 
convergents という概念である。自然対数の
底である e の単純連分数展開については、3
番目ごとの近似分数が eに極めて近い近似を
もつことが、本研究代表者の海外研究協力者

である Carsten Elsner氏により調べられた。
さらにここで取った leaping convergets は、
元の近似分数と類似した面白い性質を持ち、
超越数論やディオファントス方程式などへ
の応用をもつこともわかった。この概念を e
以外の様々な実数や関数値に対しても適用
していく。 
 
 
３．研究の方法 
(1) 擬似循環連分数として知られている
Hurwitz 連分数は Bessel 関数などと、Tasoev
連分数は Ramanujan の q関数などと関連づけ
ることにより、性質を調べ展開拡張していく。
さらに Hurwitz 連分数が算術級数的、Tasoev
連分数が幾何級数的であるという特徴づけ
により、比較対照できることが予想される。
これにより、もっと一般の Hurwitz 連分数や
Tasoev 連分数を発見したり、どちらにも属さ
ないような新種の擬似循環連分数を定義し
たりしていく。 
 
(2) 擬似循環連分数の leaping convergents
がエレガントな形で書き表されるが、特に循
環周期が 3以上の奇数の場合に都合のよい関
係式をみたす。循環周期が偶数の場合や、循
環どころか擬似循環もしない場合について
も調べていく。さらに、単純連分数でない連
分数でない場合への拡張、単なる整数列への
拡張さえ考えられる。組合せ論的側面から研
究していく。 
 
(3) もう１つ期待されるのは、連分数理論の
関連分野への応用である。無理数を有理数で
近似するディオファントス近似理論におい
て、この近似有理数を無理数を連分数展開し
たときの近似分数を使うことが知られてい
るが、この近似分数を leaping convergents
だけを取り出すことにより、効率よくよりよ
い評価をすることが期待される。 
 
(4) 実数における通常の連分数展開を代数
体に拡張することも可能であろう。Hurwitz
連分数については、eなど簡単な場合につい
てその代数体上の類似が知られているが、よ
り一般の数の場合や Tasoev 連分数の代数体
における類似については全く知られていな
い。 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 研究成果は、Hurwitz 連分数と Tasoev 連
分数、Leaping convergents、ディオファン
トス近似、その他の４つに大別される。 
 
(2) Hurwitz 連分数と Tasoev 連分数に関して



 

 

は、その基本的性質と実例については 2005
年度までの科学研究費補助金による研究で
得られていたが、2006 年からの研究で特殊関
数を考察することにより、さらに進んだ性質
と、周期が今までの例より長いなどより複雑
な実例が発見された。 
 
(3) Leaping convergents に関しては著しい
結果が得られた。最初は eについて定義され
たが、次に e のベキについて、それから連分
数の擬似循環の周期の長さが３の場合につ
いて、周期の長さが奇数の場合について、と
定義が拡張された。さらに周期の長さが偶数
の場合、任意の長さの周期と一般化された。
これらはすべて単純連分数の場合に限って
いたが、C. Elsner 氏との共同研究で、非単
純な擬似循環連分数についても leaping 
convergents が導入できることがわかり、さ
らに同氏との研究で一般の擬似循環する整
数列についても leaping convergents の概念
が確立された。 
Leaping convergents の一連の研究成果のま
とめ、およびその関連研究の総括として、
Nova Publishers 社 よ り Advances in 
Mathematics Research Vol.9 を出版した。 
 
(4) ディオファントス方程式や超越数との
関連では、ピタゴラス三つ組をなす数によっ
て eや tan、tanh などその連分数が擬似循環
するような実数を近似する新しい結果が得
られた。さらに、ピタゴラスの公式を一般化
したディオファントス方程式をみたす数に
よる近似へと研究が発展している。また、フ
ィボナッチ・ゼータ関数というリーマン・ゼ
ータ関数のフィボナッチ型の関数の値につ
いて、連分数展開や代数的独立性、超越性な
どの結果が得られ、さらにフィボナッチ・ゼ
ータ関数の部分和の値に関する性質が示さ
れた。 
 
(5) 循環連分数が二次無理数を表すことは
知られているが、擬似循環連分数に含まれる
多項式がすべて定数の場合が循環連分数で
あることを考慮すると、循環連分数における
結果を拡張できる可能性がある。非単純連分
数の分子がすべて一定数 Nであるときを N連
分数というが、循環連分数の周期縮小におけ
る結果を擬似循環連分数の周期縮小に拡張
することに成功した。 
 
 
 
(6) 研究成果の一環として、国際研究集会
「 Diophantine Analysis and related 
fields」を世話人の一人として開催してきた。
この研究集会は、2006 年 3 月に慶応大学（日
吉）で開催されたのが最初であったが、本研

究においても継続し、2007 年 3 月に慶応大学
（理工）、2008 年 3 月に同志社大学、2009 年
3 月に日本大学（理工）、2010 年 3 月に成蹊
大学と毎年開催してきた。毎回海外から数名
の研究者を招待し、10～20 数件の講演を行っ
てきた。2007 年 3 月の Richard Bumby 氏（合
衆国ラトガーズ・ニューヨーク州立大）、Mary 
Flahive 氏（合衆国オレゴン州立大）、2008
年 3 月の Vichian Laohakosol 氏（タイ・カ
セットサート大）、2010 年 3 月の Georges 
Grekos 氏（仏サンテティエンヌ大）、Hacene 
Belbachir 氏（アルジェリア・ウアリブーメ
ディエン理工科大）は本研究代表者による招
へいであり、連分数や整数列などの世界的研
究者である。日本側の開催協力者は、天羽雅
明氏（群馬大）、岡崎龍太郎氏（同志社大）、
平田典子氏（日本大）、若林功氏（成蹊大）、
秋山茂樹氏（新潟大）などである。さらにこ
の研究集会の論文集として、慶応大学より
2006 年号を出版、American Institute of 
Physics社より2007/2008年合併号を出版し、
2010 年も American Institute of Physics 社
より出版予定である。いずれの論文集でも本
研究代表者は編集を務めている（2006 年号は
慶応大学の中田均氏、桂田昌紀氏との共同編
集）。 
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