
    

様式様式様式様式 CCCC----19191919    

科学研究科学研究科学研究科学研究費補助金研究成果報告書費補助金研究成果報告書費補助金研究成果報告書費補助金研究成果報告書    

 

平成 21 年 5 月 22 日現在 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
研究成果の概要： 
 A 型クライン特異点の極小解消上の例外集合に台を持つ連接層の導来圏に関して，

Bridgeland の定義した安定性条件の空間を決定し，特にそれが連結かつ単連結であることを

示した．また，ダイマー模型にそれぞれ適当な条件を課すと，付随する箙の表現のモジュライ

空間が，対応する３次元特異点のクレパント解消になり，箙の道代数はその非可換クレパント

解消であることを示した．特殊 McKay 対応との関係も明らかにした． 
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１．研究開始当初の背景 
Bridgeland 氏の定義した安定性条件の空間
は，物理学者，数学者の双方から興味を持た
れていた．２次元以上では，連結性，単連結
性の示された例はなかった．研究代表者と上
原は，A 型特異点の最小解消の例外集合に台
を持つ連接層の導来圏の自己圏同値の群の
生成系を決定していた．安定性条件の空間は，
自己圏同値の群と深い関わりにあることが
Bridgeland 氏により示されており，上記の
場合に安定性条件の空間を詳細に調べるべ
きだと思われた． 
 

２．研究の目的 
代数多様体の連接層の有界導来圏の構造に
ついて考察し，特にその自己圏同値のなす群
の構造を決定したり，t 構造を記述すること
を目的とする．また，導来圏に  対して 
Bridgeland により定義された，安定性条件
の空間の具体的な記述を得るべく研究する． 
 
３．研究の方法 
 安定性条件の空間の連結性を示すには，任
意の安定性条件を，ツイスト函手を繰り返し
適用することにより，標準的な開集合に移す
ということを考えた．単連結性を示すには，
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導来圏へのアフィン型のブレイド群の作用
が忠実であることを示す必要があった．これ
は A 型特異点に対するホモロジー的ミラー
対称性を用いることで解決を図ったが，標数
2 の体上の場合から標数零の体上の場合へ持
ち上げる，という手法を取った．ダイマー模
型が非退化であるとき，付随する箙の表現の
モジュライがアフィントーリック多様体の
クレパント解消になっていることを示すに
は，非退化という条件からトーラスの作用を
使ってトーラス固定点の解析に帰着できる
ことを使った．格子多角形の変形に対応する
ダイマー模型の変形を記述するためには，特
殊マッカイ対応を用いた． 
 これらのことを実行するために，内外の多
くの研究者と会い，研究打ち合わせを行った．
また，現象を正しく把握するため，多くの例
の計算を試行錯誤的に行った． 
 
４．研究成果 
 Bridgeland の定義した，三角圏の安定性
条件の空間について，上原北斗氏，植田一石
氏とともに，具体的な場合に詳しく考察した．
A 型有理二重点の極小解消上の例外集合に台
を持つ連接層の導来圏の安定性条件の空間
について精密な結果を得ることが出来た：安
定性条件の空間を記述することは，導来圏の
三角圏としての自己圏同値の群を記述する
ことと密接に関係している． 
Bridgeland の定義した安定性条件の空間に
ついて研究した。特に、２次元 A 型有理二重
点の極小解消の上の，例外集合に台を持つ連
接層の有界導来圏に対する場合に徹底的に
研究を行い，この空間の完全な記述を得た。
まず，安定性条件の空間は連結であることを
示すことができた．これは，2 次元以上の代
数多様体に対する安定性条件の空間として
は，その連結性の証明された最初の例である．
より具体的には，次のような記述が得られ
た：２次元 A 型特異点の極小解消の上の，例
外集合に台を持つ連接層の有界導来圏の安
定性条件の空間は、対応するアフィンワイル
群の複素鏡映面（の加算無限個の和集合）の
補集合と，複素平面から原点を除いたものの
直積の，普遍被覆空間になる。また，安定性
条件の空間を記述することは，導来圏の三角
圏としての自己圏同値の群を記述すること
と密接に関係している．この群は，アフィン
型のブレイド群の巡回群による拡大と特異
点の完備化された局所環の自己同型群との
半直積と，シフト函手の生成する自由アーベ
ル群との直積である。特に，全ての自己圏同
値は Fourier-向井変換として表されること
もわかった．この成果は，上原北斗氏，植田
一石氏との共著論文として投稿された。この
論文の中で，アフィン型のブレイド群の作用
の忠実性を示す際に鍵となったのは，A 型特

異点に対するホモロジー的ミラー対称性で
ある。すなわち，２次元 A_n 型特異点の極小
解消の上の，例外集合に台を持つ連接層の有
界導来圏は，１の(n+1)乗根の上で退化するフ
ァイブレーションの構造を持つ、あるシンプ
レクティック多様体の，隣り合う１の(n+1)
乗根同士を結ぶ直線上に消滅サイクルを並
べてできるラグランジュ球面のなす，導来深
谷圏に圏同値である，ということである。 
 トーラス上の２部グラフから，関係式つき
箙を構成する方法が物理学者たちにより提
唱されている．ここで，２部グラフというの
は，頂点が黒と白の２色に塗り分けられたグ
ラフのことである．２部グラフに関しては，
黒と白の頂点のマッチングである，パーフェ
クトマッチングという概念が重要である．パ
ーフェクトマッチングが十分に存在すると
き，それらの間のハイトチェンジという整数
の組を考えることにより，格子多角形が定義
できる．２部グラフがよい条件を満たすとき，
対応する関係式つき箙は，この格子多角形の
定める３次元ゴレンシュタインアフィント
ーリック多様体の，非可換クレパント解消を
与えると期待されていた．植田一石氏との共
同研究においては，まず，２部グラフが「非
退化」と呼ばれる条件を満たすとき，関係式
つき箙の，次元ベクトルが(1,…,1)であるよう
な表現のモジュライ空間は，対応する 3 次元
アフィントーリック多様体のクレパント解
消であることを示した． 
 さらにダイマー模型に付随するモジュラ
イ空間と箙の道代数について研究した．対応
する格子多角形の一つの頂点を取り除き，他
の格子点の凸閉包を取るという操作を考え
る．例えば三角形のときにこれを考えると，
３次元アフィン空間上の群軌道のヒルベル
トスキームから２次元アフィン空間上の群
軌道のヒルベルトスキームを取り除くこと
に対応する．この様子は，２次元の場合の 
Wunram と Riemenschneider によるいわ
ゆる特殊マッカイ対応を用いると良く理解
でき，特に(群が SL に入らないときは)特殊
でない表現に対応する類語反復的直線束の
直和が上記補集合上の連接層の導来圏の傾
斜対象になることがわかった．一般のダイマ
ー模型については，両立性という概念を定義
しそれを仮定すると，その三角形の埋め込み
に対応するダイマー模型とマッカイ箙との
対応を考えることにより，モジュライ空間の
補集合上の傾斜対象を作ることができ，上記
操作に対応するダイマー模型の操作を定義
することができた．この操作により，類語反
復的直線束の直和が傾斜対象である，という
性質が両方向に遺伝することを示すことが
できた．これを用いると，両立的ダイマー模
型に対してモジュライ空間と道代数の導来
同値が成立すること，および，任意の格子多



 

 

角形に対して対応する両立的ダイマー模型
が存在することを示すことができた．これら
はダイマー模型と箙の道代数に関する基本
的な問題であり，植田一石氏との共同研究に
より解決することができた．ダイマー模型に
関する両立性の概念は重要である． 
 さらに，幾何学的不変式論を使ってモジュ
ライ空間を作るときの安定性のパラメータ
を動かすことにより，任意の射影的クレパン
ト解消がこのようなモジュライ空間として
実現できることもわかった． 
 この問題は，ミラー対称性を通じていわゆ
るコアメーバの研究とも関わり，また，ファ
ノ多様体／スタック上の螺旋とも強く関わ
っている重要な問題であり，今後のさらなる
発展を期待している． 
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