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研究成果の概要： 

空間の対称性を数学的に記述するときに用いられる概念が「群」および「群の空間への作用」

である。本研究では、どのような群がどのような空間に作用し得るかを、幾何学的な手法で研

究した。その際に用いられるのは、群の空間への作用の様子のもっとも効率のよい実現を与え

る調和写像と呼ばれる写像である。この研究成果から、ある種の空間に非自明な仕方で作用し

得ない群が非常に多く存在することが明らかになった。 
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１．研究開始当初の背景 
本研究に先立って、井関（本研究の研究代表
者）が研究代表者を務めた科学研究費基盤研
究（C）「組合せ調和写像と群作用の剛性」
（2003 年度〜2005 年度、課題番号 15540056）
において、単体複体から非正曲率距離空間へ
の調和写像を群作用の剛性に応用される研
究がなされていた。 
 具体的には、離散群Γが単体的、固有不連
続かつ余有限に作用する単体複体 Xから、Γ
が等長的に作用する非正曲率距離空間Yへの
Γ同変写像に対してエネルギーを定義し、エ
ネルギー最小写像の存在の証明、および特別

な場合にエネルギー最小写像の幾何学的な
特徴付けを行った。さらに、このエネルギー
の勾配流に関する考察から、単体複体 Xの頂
点のリンクから Yの接錐への写像に対して定
義される Rayleigh 商の下限として与えられ
る非線形固有値を用いて、Γの Y への作用が
固定点をもつための十分条件を定式化した。
幾つかの具体例でこの非線形固有値の評価
も行い、その成果を納谷（研究分担者）との
共著論文として発表した（ Geometriae 
Dedicata 114 巻 (2005), pp. 147-188 に掲
載。また、途中経過は、京都大学数理解析研
究所講究録 第 1329 巻 (2003), pp. 1-7 にも



掲載されている）。本研究を開始する時点で、
この結果は、単体複体 X の存在を用いず，直
接ΓからYへの同変写像を扱う形にまで一般
化されていた。 
 本研究ではこれをさらに推し進め、多くの
群が非正曲率距離空間に対する固定点性質
を、微分幾何学的にとらえることを試みた。 
 
 
２．研究の目的 
 非正曲率距離空間 Y（あるいはそれらの族）
を固定したとき、Y（あるいはそれらの族に
属する任意の非正曲率空間）への任意の等長
的作用が固定点をもつような離散群は往々
にして興味深い性質を有する。例えば、離散
群Γが Kazhdan の性質(T)をもつことは、「Γ
の Hilbert空間への任意の等長的作用が固定
点をもつ」ことと同値である。また、
Bass-Serre 理論によれば、群の融合積への分
解は樹木への等長的作用により捉えられ、樹
木への任意の等長的作用が固定点をもつよ
うな群は、融合積に分解せず、かつ無限巡回
群を商にもたない群として特徴づけられる。
さらに、有限生成な無限群Γの Hilbert空間、
SL(n,R)およびSL(n,C)に付随するRiemann対
称空間、および PGL(n,Qp) に付随する
Bruhat-Tits ビルディングへの任意の等長的
作用が固定点をもつならば、Γは非線形群に
なることが知られている。 
 従来、これらの群は、その特徴的な性質の
ため、具体的な例の構成が困難で、散在的・
例外的な存在という位置付けにあった。しか
し、最近の研究の進展は、与えられた非正曲
率距離空間への任意の等長的作用が固定点
をもつような群が豊富に存在することを示
唆しているように見える。本研究の目的は
「ある非正曲率距離空間 Y（あるいはある非
正曲率距離空間の族に属する任意の空間）へ
の任意の等長的作用が固定点をもつ」という
性質（以下「Y（あるいは族）に対する固定
点性質」と呼ぶ）をもつ群が実は非常に豊富
に存在する、ということを定式化・証明し、
このような固定点性質をもつ群の性質につ
いて考察することである。 
 
 
３．研究の方法 
 本研究に先立つ、井関と納谷の研究から、
有限表示群Γが非正曲率距離空間Yに対する
固定点性質をもつための十分条件は、Γの表
示から得られるグラフ Lから Yの接錐への写
像に対する Rayleigh 商の下限（以下，非線
形固有値という）により与えられることがわ
かっていた。この非線形固有値は L上のラプ
ラス作用素の固有値とYの幾何学的不変量δ
(Y)により評価することができる。δ(Y)があ
る程度小さく、かつ L 上のラプラス作用素の

固有値がある程度大きければ、その表示から
得られる有限表示群がYに対する固定点性質
をもつことが導かれる。一方、ランダムグラ
フの固有値に関する結果は、L のラプラス作
用素の固有値が大きい有限表示群が（適切に
設定された有限表示群のクラスの中に）非常
に高い確率で存在することを主張している。
このことに注目し、種々の Y に対するδ(Y)
の評価法を検討することにより、ある種のラ
ンダム群の固定点性質について研究した。 
 一方、この非線形固有値を用いて与えられ
る条件より弱い十分条件を、Γから YへのΓ
同変写像のエネルギーの勾配評価に現れる
定数を用いて与えることもできる。「研究成
果」の欄に詳述するように、我々は、この定
数を、一般化された Kazhdan 定数として、ま
た、n ステップの推移確率を用いて定義され
る n ステップ・エネルギーを用いて捉えるこ
とに成功した。 
 2006年度および2007年度は、上記の研究を、
研究分担者である金井雅彦、小谷元子、納谷
信、藤原耕二との研究討論を通して推進した。
2008 年度は、主に研究代表者である井関が研
究を進め、連携研究者となった金井雅彦、小
谷元子、納谷信、藤原耕二との研究討論を継
続した。この過程で、δ(Y)の評価、ランダ
ム群の固定点性質について、とくに研究討論
の成果があった納谷信、および研究協力者の
近藤剛史との共同研究として研究成果を発
表した。 
 
 
４．研究成果 
 「研究の目的」欄で述べた目的に沿って、
「研究の方法」欄で述べたように研究を推進
し、以下に述べるような成果を挙げることが
できた。 
 「研究の方法」欄で触れたように、我々は、
ΓからYへのΓ同変写像のエネルギーの勾配
評価に現れる定数を用いて、Γが Y への固定
点性質をもつための十分条件を与えていた。
本研究では、scaling に関して閉じた非正曲
率距離空間の族 Y を考えたときには，Γが Y
に対する固定点性質をもつための必要十分
条件がこの定数を用いて与えられることを
明らかにした。 Y として Hilbert 空間をとっ
たときには、この定数は Kazhdan 定数と呼ば
れるΓの不変量と本質的に一致する。この定
数を一般化された Kazhdan 定数とよぶ。この
一般化された Kazhdan定数に関する今後の研
究により、Γの群としての性質と非正曲率距
離空間 Yの幾何学的性質とが、どのように固
定点性質と関わってくるかが明らかになる
と考えている。 
 ランダム・ウォークが与えられた離散群Γ
が非正曲率空間 Yへ等長的に作用していると
き、その作用に関して同変なΓから Y への写



像 fのエネルギーE(f)を定義することができ
る。さらに、Γに与えられたランダム・ウォ
ークのnステップの推移確率は再びΓ上のラ
ンダム・ウォークを定めるので、この nステ
ップの推移確率を用いて同変写像fのエネル
ギーEn(f)を定義することもできる。この n
ステップ・エネルギーを用いて前述の定数を
捉え、その応用として、グラフ・モデルのラ
ンダム群に対する固定点定理を得た。 
 さらに、この n ステップ・エネルギー
を用いた固定点の存在証明が、プレイ
ン・ワード・モデルのランダム群につい
ても有効であることを発見し、プレイ
ン・ワード・モデルのランダム群の固定
点性質に関する研究にも取り組んだ。こ
ちらについては、まだ十分に納得のいく
結果は得られていないが、証明に用いる
議論を精密化することで、関係式集合の
密度がある程度大きければ、プレイン・
ワード・モデルのランダム群は、適当な
仮定を満たす非正曲率距離空間に対す
る固定点性質をもつ無限双曲群になる
ことが証明できると考えている。 
 以上の研究成果から、「研究の目的」
欄で述べた通り、これまでの研究成果が
示唆していた「非正曲率距離空間に対す
る固定点性質をもつ離散群が非常に多
く存在する」ことを明らかにすることが
できた。 
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