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研究成果の概要：全エネルギーが負の時のケプラー運動の軌道は，初期値によらず周期軌道（楕

円軌道）になる．この軌道が常に周期軌道になるという性質は，考える系が最大数の独立な第

一積分を持つこと，つまり系の超可積分性の帰結である．本研究ではポテンシャル場での質点

の運動がこのような超可積分性を持つための必要条件を，具体的なアルゴリズムの形で初めて

与えた．本結果は科学研究費補助金によって可能となったポーランドの研究協力者との共同研

究によって得られた． 
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１．研究開始当初の背景 
古典力学の研究における基本問題の一つに
「具体的に与えられたハミルトン系が可積
分か否かを判定すること」がある．ハミルト
ン系が可積分であるとは，運動方程式の一般
解を解析的に求めることができることを意
味する．例えば万有引力で相互作用する２質
点の運動を記述する２体問題は可積分であ
るが３体問題は可積分でない． 
 
自由度 Nのハミルトン系の場合，包合系をな
す自由度の数だけの独立な第一積分の存在

が系の可積分性を保証する．これはリウビル
の定理として知られている．自由度１のハミ
ルトン系は，ハミルトニアン自身が第一積分
になっているのでリウビルの定理により常
に可積分である．よって非自明で最も簡単な
場合が自由度２の場合であるが，この場合に
限っても現在のところ，あるアルゴリズムに
よって可積分性を判定するという基本問題
は解決されていなかった． 
 



２．研究の目的 
本研究はそのような可積分性のより強力な
判定条件を求め，それをフルに活用すること
によって可積分なハミルトン系のより完全
なリストを得ることを目的とした．より具体
的には，質点の運動を記述するハミルトン系
が可積分となるようなポテンシャル V(q) 
の一覧表を作ることを目的とした．そして自
然な延長として３次元以上の可積分なポテ
ンシャル，可積分なハミルトン系のリストも
視野に入れた． 
 
 
３．研究の方法 
海外研究協力者であるアンジェイ・マチエフ
スキー氏（ポーランド）ならびにマリア・プ
シビルスカ氏（ポーランド）との共同研究を，
相互訪問の形で行った．この二人は２００５
年に出版した論文において，本研究課題にお
けるある種のブレイクスルー的な寄与をし，
一方でこの研究課題に過去３０年近くを費
やしてきた研究代表者との連携が極めて有
効であると考えられたからである．また主と
してヨーロッパで行われた当該分野の研究
集会を共同研究の機会として活用した．これ
を実現するための外国旅費は主として本科
学研究費補助金によるものである．また実際
の共同研究の場で必要であった高度の数式
処理とそれを可能にするノート型のパーソ
ナルコンピュータの購入費用（ハードウエア
及びソフトウエア）を本補助金から支出した． 
 
 
４．研究成果 
海外研究協力者との共同研究を進めるうち
に，当初の期待・予想とは裏腹に，可積分ポ
テンシャルの完全リストの作成には依然と
して種々の困難が伴うことが確認されてき
た．そのため一種の妥協策として，可積分系
のサブクラスである超可積分系に対する必
要条件およびその完全リストの作成に方針
を転換し，ある程度の良好な結果が得られた．
以下はその概要である． 
 
(1) 主な成果：超可積分性の必要条件 
 
解が解析的に求められるハミルトン系を可
積分系（integrable system）と言うが，そ
の可積分系のなかで最大数の独立な第１積
分を持つものは超可積分系
（super-integrable system）と呼ばれる．
ケプラー問題は超可積分系の代表である．超
可積分系では有界な軌道はケプラー問題に
おける楕円軌道のように常に周期軌道とな
る 
 
中心力場における質点の運動は常に可積分

であるが，任意の初期条件に対して有界な軌
道が常に周期軌道となるポテンシャル V = 
V(r) はケプラー問題：V(r) = -1/r，および
等方調和振動子：V(r) = r^2，の場合のみに
限られることが知られている（ベルトラン, 
1873）．この有界な軌道が常に周期軌道にな
ることは超可積分性の一つの帰結なので，ベ
ルトランの定理は超可積分となる中心力ポ
テンシャルを全て列挙したものと解釈する
ことができる． 
 
本研究では同次式ポテンシャル系の可積分
性の必要条件としてのモラレス・ラミスの定
理(2001)をさらに制限する形で，同次式ポテ
ンシャル系の超可積分性の必要条件を得た．
以下がその詳細． 
 
k次の同次式ポテンシャル V(q) = V(q_1,q_2) 
に対し，連立代数方程式 V (q) = q の解  
q = c を一つ固定する．そしてこの点で 
  λ= trace V (c) - (k-1) 
という量を定義する．ここで V (c) はポテ
ンシャル V (q) のヘッセ行列を q = c で評価
したものである．この時，ハミルトン系 
 H = (1/2)p^2+ V(q)  
の可積分性の必要条件としてのモラレス・ラ
ミスの定理は，λに対する制約として無限離
散点列 
  {0, 1, k-1, k+2 , 3k-2, …}  
または 
  {(k-1)/(2k), (k-1)/(2k)+ k, (k-1)/(2k)+ 
3k, …} 
に入るべきことが課され，k =± 2 では任意
の値が許され，k =±3,±4,±5 ではさらなる
離散点列が許される，というものであった． 
 
超可積分系はもちろん可積分系でもあるの
で，少なくとも上の条件を満たす必要がある．
つまり可積分となるために許されるλ値の
なかのある部分集合だけが超可積分性の必
要条件として生き残るのである．今回得られ
た新しい超可積分性の必要条件は同次式ポ
テンシャルの次数 kに応じて 
 
① k≧3 または k≦-3 :  
λは 
{(k-1)/(2k), (k-1)/(2k)+ k, (k-1)/(2k)+ 
3k, …} 
という非整数有理数の点列，および k = ±
3, ±4, ±5では付加的な非整数有理数の点
列 
② k=2 :λ= (n/m)^2,  0 でない有理数の２

乗 
③ k=1 :λ= 0 
④ k=-1 :λ= 1 
⑤ k=-2 :λ= 1- (n/m)^2 
となるべきことを示した． 



得られた超可積分性の必要条件を同次式の
中心力ポテンシャル V= r^k に適用すると， 
λ= 1 と計算される．このλの値が超可積分
性と両立するのは k =-1 および k = 2 の場合
だけである．つまり超可積分となるのはケプ
ラー運動（k =-1）および等方調和振動子（k 
=2）のみに限られることが結論できる．この
ように先に述べたベルトランの定理の内容
が，より一般的な主張の単なる一例として示
すことが可能となった． 
 
他の応用例として任意の整数次数 kで存在す
る既知の可積分な同次多項式ポテンシャル
に適用すると，次数 kが 3以上では決して超
可積分とはなり得ないことが簡単に示され
る．これは同次多項式ポテンシャルに限定す
れば，超可積分系は既知のもの以外には存在
しないことを示唆する．ここで既知の超可積
分ポテンシャル系とは，振動数比が有理数の
調和振動子を指す． 
 
 
(2) 海外研究協力者のみによる研究成果 
 
二人の海外研究協力者との共同研究を開始
したことは，研究協力者どうし，並びに研究
協力者と第３者との間の共同研究のテーマ
を与えることにも寄与し，かつ具体的な成果
を生み出した．その例がプレプリント 
 Guillaume Duval, Andrzej J. Maciejewski,    
Jordan obstruction to the integrability of 
Hamiltonian systems with homogeneous 
potentials, arXiv:0902.0079 (2009) 
である．この内容は従来，可積分性の必要条
件を与える時に，V (q) = q の解 q = c にお
けるポテンシャルのヘッセ行列 V (c)は常に
対角化可能と仮定していたが，もし固有値が
縮退して対角化できないときは， 
直ちに系の非可積分性が示されることを主
張するものである．この結果の応用は豊富で，
特殊解の周りでの線形解析だけではその非
可積分性を示すことが出来なかった一連の
クラスを一気に非可積分として結論するこ
とを可能とした．その意味でこの結果は可積
分ポテンシャルの完全リストの作成に近づ
くための重要なブレイクスルーである．この
結果にもとづいた研究代表者と研究協力者
との共同研究が進行中で，共著の論文執筆も
準備している． 
 
 
(3) 得られた成果の国内外における位置づ
け・インパクト 
 
本研究課題は古典力学の基本問題の一つで
あるにもかかわらず，それを課題として取り
組む研究者人口は少ない．具体的に新しい結

果が数年以内に得られるという保証が無い
ためである．それゆえ得られた成果は国内外
という空間的広がりにおいて最先端を独走
している．当該分野の研究者人口の少なさは
数年単位での論文被引用数という観点での
ハンディをもたらすが，長期的に見た場合，
本研究成果は確実に次の世代に残せる遺産
となるだろうことを自負している． 
 
 
(4) 今後の展望 
 
海外研究協力者との共同研究は終了してお
らず，現在も電子メールによる形で継続中で
ある．論文出版という形での具体的な成果が
量的に期待したレベルには達しなかったた
め平成 21 年度の補助金申請は見送ったが，
今後さらに実績が蓄積出来た段階であらた
めて類似課題による補助金申請を行い，当初
の目的達成に少しでも接近したいと考えて
いる． 
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