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研究成果の概要： 一定の初期条件に従う無限個の原子を含む理想気体と呼ばれる環境に分子

を入れ、原子達と分子達間の相互作用は古典力学に従うという系について、分子達の挙動を考

える。一定の条件の下で、解の一意存在性、そして原子達の質量が０に収束するときの収束性

及びその収束先を研究した。本研究の一番のポイントは、原子達が独立であるという今までよ

く使われていた不自然な仮定を課さないことである。 
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１．研究開始当初の背景 

 

拡散過程は、理想気体（一定の初期分布に

従う無限個の“原子”）環境にある大きい物

体（“分子”と呼ぶ）の動きを表すモデルと

してよく使われている。なぜならば、直感的

には、分子はたくさんの原子（質量 m が分

子と比べ極端に軽い）に作用され、もし各作

用が独立であると仮定できるならば、独立同

分布な確率変数の中心極限定理により、分子

の挙動を拡散過程とみなせるからである。 

 

 ここでの原子達の独立性というのは、時間

ごとの独立性も異なる時間に関する独立性

も含まれている。 
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しかし、現実的には、相互作用を考慮に入

れたときの原子達の分布が元の分布と異なる

のは自明であり、分子と一度相互作用した原

子が再び分子と相互作用することもあり得る

ので、分子に作用する各原子が独立同分布で

あるというのは正しくない。 

 

厳密的には、分子を入れる前の原子環境は

一定の確率分布に従い、原子と分子間の相互

作用が古典力学の運動法則に従うとし、原子

の質量 m が 0 に収束するときの分子の挙

動を議論することが必要である。 

 

この問題は、1971 年に Holley によって初

めて提出され、1 次元の、即ちすべての粒子

は一次元で動く場合に関して研究された。そ

の後、Durr-Goldstein-Lebowitz、Calderoni

-Durr-Kusuoka 等により、一般次元数の場合

に拡張された。しかし、いずれの研究も、分

子が一個のみで、しかも粒子間の相互作用は

衝突によるものだけである、即ち束縛条件を

考えなくて済むという設定の下で問題を議論

した。 

 

このように、分子は複数あり、粒子間の相

互作用がポテンシャルにより与えられる場合

については、重要な問題ではあるが、まだ研

究されていなかった。 

 

 

２．研究の目的 

 

本研究の目的は、上述のように、一定の初

期条件に従う無限個の原子を含む理想気体

と呼ばれる環境に分子を入れ、原子と分子間

の相互作用が古典力学の運動法則に従うと

いう系に関して、分子達の挙動を研究する。

具体的には、分子達と原子達の間の相互作用

はポテンシャルにより与えられる場合につ

いて考え、まず、系の挙動を表す微分方程式

の解の存在性及び一意性を示す。続いて、原

子達の質量 m が 0 に収束するときの分子

達の状態、即ち位置と速度、が収束すること

を示し、収束先の確率過程を具体的に求める

ことである。 

 

ここで、特に重要なのは、分子達に作用す

る原子達に関して、独立性という不自然な条

件を課さずに、分子の挙動を議論することで

ある。 

 

 

３．研究の方法 

 

 本研究において、主に以下のアイデア・手

法が使われた： 

 

 解の一意存在性を証明するに当たり、一番

の難点は、分子達に影響し得る原子の個数が

無限個あることである。実は、分子達に影響

し得る原子の個数が有限であれば、解の存在

性及び一意性は自明である。そこで、レイ分

解及び分子達の速度により定められるストッ

ピング・タイムを考察することにより、該当

問題を有限個の場合に帰着し、最終的にスト

ッピング・タイムがほとんど至る所で無限大

に行くことを証明することにより、問題を解

決した。 

 

 また、原子達の質量が０に収束するとき、

分子達の状態（位置と速度）の分布の極限を

求める問題に関して、二つのステップに分け

た：まずタイト性を示し、タイト性を証明で

きてから、次のステップとしてそれを用いて

収束先を具体的に求める。 

 

タイト性を証明するとき、一番の難点は、

原子達も分子達も同時に動いているので、系

の動きを表す微分方程式が非常に複雑であり、

解析が難しい。この問題の解決策として、原



 

  

子達の挙動を、分子達が動いていない時のも

ので近似し、この近似の精密な誤差評価も具

体的に与えたのがポイントである。この近似

により、考える常微分方程式が元の方程式よ

り簡潔なものとなり、具体的な性質を議論す

ることが可能になった。 

 

 上述の近似により、分子達の状態を表す過

程を“マルチンゲール項（ジャンプ可）＋ド

リフト項＋十分小さい剰余項”と分解できた。 

ここで、この分解の各項について、時間に関

する連続性に拘らなかったのもポイントの一

つである。 

 

 タイト性を証明できてから、それを用いて

収束先を求めた。具体的には、マルチンゲー

ル問題理論を用いることにより、確率過程の

分布の収束という扱いにくい問題を、関数に

代入したときの、マルチンゲール項以外の収

束、という元々の問題と比べれば議論しやす

い問題に帰着できた。 

 

また、具体的な収束先を求めるときは、タ

イト性の証明で得られた“マルチンゲール項

（ジャンプ可）＋ドリフト項＋十分小さい剰

余項”という分解の具体的な形において、各

項に対するさらに精密な評価が必要であった

が、そのとき、確率論の種々の収束定理が使

われた。 

 

 

４．研究成果 

 

 本研究の成果として、研究目的にしていた

問題を予定通り解決した。 

 

具体的には、原子達と分子達の間の相互作

用がポテンシャルにより定められる古典力

学の運動法則に従い、分子を入れる前の原子

環境は一定の確率分布に従うという問題設

定の下で、系の挙動を表す微分方程式の解の

確率１の存在性、一意性を示し、原子の質量

 m が 0 に収束するときの分子の挙動を調

べた。 

 

特に、 

（１） 分子が一つの場合、その状態を表

す確率過程の分布は拡散過程に

収束することを示し、拡散過程の

生成作用素の具体的な形を与え

た； 

（２） 分子が複数ある場合については、

ある停止時刻までに関して、上記

と同様な結果を示した； 

（３） 二つの異種類な分子という特別

な場合に関して、任意時刻までに

結果を一般化できた。 
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